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まえがき 
 

ガロア理論に関する本の大部分は，代数方程式が可解であるための条件を示したところで終わって

いて，可解な代数方程式の解法まで述べたものはない。インターネットなどを探しても殆ど見つか

らないが，ようやく1件だけ探し当てることができた。それが参考文献(1)である。そこで述べられ

ている方法を改めて整理し，数式処理ソフトMathematicaによる計算例を加えた。 

 

第1部では代数方程式のガロア群の計算法について述べる。以下に概要を示す。 

(1)対象とする代数方程式はn次方程式f(x)=x
n+an-1x

n-1+…+a1x+a0=0とし，その根をx1,x2,…,xnとする。 

 (x-x1)(x-x2)…(x-xn)とf(x)の両係数を等置して，根x1,x2,…,xnと係数an-1,…,a1,a0の関係を求める。 

(2)これを使うと，x1,x2,…,xnの多項式はx1
0x2

0…xn
0からx1

n-1x2
n-2…xn

0まで，計n!個の項に集約される。 

(3)根x1,x2,…,xnに関するn!通りの置換を1,2,…,n!とする。 

(4)v=m1x1+m2x2+…+mnxn(miは相異なる整数)とし，1,2,…,n!で置換したものをv1,v2,…, vn!とする。 

 ここで，v1,v2,…,vn!が相異なる値となるようにmiを決めれば，vはf(x)の分解体の原始要素となる。 

 (x-v1)(x-v2)…(x-vn!)はxiの対称式であるから，展開した後の各係数はan-1,…,a1,a0の多項式となる。 

 これを有理係数の範囲で因数分解し，任意の1因数をg(x)とすれば，これがvの最小多項式となる。 

(5)上記(2)のn!個の項をw1,w2,…,wn!と書くと，f(x)の分解体の元はw1,w2,…,wn!の1次式で表せる。 

(6)v0,v1,…,v
n!-1はw1,w2,…,wn!の1次式で表せる。逆にw1,w2,…,wn!はv0,v1,…,v

n!-1の1次式で表せる。 

 よって，根x1,x2,…,xnもv0,v1,…,v
n!-1の1次式，つまりvのn!-1次以下の多項式で表される。 

(7)v1,v2,…,vn!の中でg(x)の根であるものをviとする。これに対応するiの集合がガロア群Gとなる。 

(8)ガロア群Gの乗積表と逆元を求める。これはGの正規部分群を求めるのに使われる。 

(9)Gの組成列G=G0⊃G1⊃…⊃Gsを求める。Gk(k=1,2,…,s)はGk-1の正規部分群，Gsは単位群である。 

(10)以上の計算について，数式処理ソフトMathematicaによるプログラムと計算例を示した。 

 

第2部では可解な代数方程式の解法について述べる。以下に概要を示す。 

(11)Gの組成列に対応する体の拡大をF0⊂F1⊂…⊂Fsとする。F0はf(x)の係数体，Fsは分解体である。 

 k番の組成列Gk-1⊃Gkと拡大列Fk-1⊂Fkにおいて，|Gk-1/Gk|=pk(素数)，1の原始pk乗根を
kp とする。 

 Fk-1の元と
kp との四則演算で作られる1つの数をAkとし，Fk-1にk= kp

kA を付加した体をFkとする。 

 以上より，f(x)の係数体F0に1,2,…,sと
1p ,

2p ,…,
sp を付加した体がf(x)の分解体Fsとなる。 

(12)体F0上の最小多項式g(x)に続き，体F1,F2,…,Fs上の最小多項式g1(x),g2(x),…,gs(x)を求める。 

 ここで，体Fk上の最小多項式はgk(x)=(x-i(v))=(x-vi)(はi∈Gkに関する積を表す)で与える。 

 詳細は本文で述べるが，gk(x)=0(x)+1(x)+2(x)+…+ )(1 x
kp  とすると，i(x)(i=0,1,…,pk-1)はべ 

 き根k= kp
kA を使ってi(x)=k

i
i(x)と表される。i(x)はFk-1に kp を付加した体上の多項式である。 

(13)このようにしてg1(x),g2(x),…,gs(x)を求めると，最後のgs(x)は1次式となり，vが求められる。 

 上記(6)より根x1,x2,…,xnはvの多項式で表されるので，このvを代入すれば根x1,x2,…,xnが求まる。 

(14)以上の計算について，数式処理ソフトMathematicaによるプログラムと計算例を示した。 

 

付録では以下を示す。 

(15)上記(6)においてLU分解法によりn!元連立1次方程式を解くので，そのアルゴリズムを説明する。 

(16)可解な5次方程式の解法を示す。参考文献(2)を修正し，x3,x2の項があっても解けるようにした。 
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1. 根x1,x2,…,xnと係数an-1,…,a1,a0の関係 
 

以下のn次方程式について，根x1,x2,…,xnと係数an-1,…,a1,a0の関係を求める。 

 f(x)=x
n+an-1x

n-1+…+a1x+a0=0      (1.1) 

まず，f(x)-(x-x1)(x-x2)…(x-xn)を展開してx
n-1,x

n-2,…,x0の係数をr1,r2,…,rnとすれば，根と係数の

関係はr1=0，r2=0，… ，rn=0で与えられる。さらに，r1=0を用いてr2,r3,…,rn中のxnを消去する。r2=0

を用いてr3,r4,…,rn中のxn-1を消去する。r3=0を用いてr4,r5,…,rn中のxn-2を消去する。同様にして，

最後はrn-1=0を用いてrn中のx2を消去する。 

 

(例) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の場合 

f(x)-(x-x1)(x-x2)(x-x3)を展開してx2,x1,x0の係数をr1,r2,r3とする。 

 r1=a2+x1+x2+x3        (1.2) 

 r2=a1-x1x2-x1x3-x2x3       (1.3) 

 r3=a0+x1x2x3        (1.4) 

r1=0を用いてr2,r3中のx3を消去し，r2=0を用いてr3中のx2を消去する。 

 r1=a2+x1+x2+x3        (1.5) 

 r2=a1+a2(x1+x2)+x1
2+x1x2+x2

2       (1.6) 

 r3=a0+a1x1+a2x1
2+x1

3       (1.7) 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

根X[1],X[2],…,X[n]と係数a[n-1],…,a[1],a[0]の関係r[1],r[2],…,r[n]を求める。 

 (*  Relations of Roots and Coefficients  *) 

 RootAndCoefficient[]:=Module[{}, 

   temp=Expand[fx-Product[x-X[i],{i,1,n}]]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     r[i]=Coefficient[temp,x,n-i] 

   ]; 

   For[i=2,i<=n,i++, 

     For[j=1,j<=i-1,j++, 

       r[i]=PolynomialRemainder[r[i],r[j],X[n-j+1]] 

     ] 

   ] 

 ]; 

ここで 

 func[x_,y_,…]:=Module[{a,b,…},proc]：関数funcを定義する。 

   x,y,…は引数，a,b,…はローカル変数，procの部分に関数の手続きを記述する。 

 Expand[f]：数式fを展開する。 

 Product[f,{i,i1,i2}]：i=i1からi=i2まで，数式fの積を求める。 

 For[t1,t2,dt,proc]：条件をt1からt2までdtずつ変えて，手続きprocを反復する。 

 Coefficient[f,x,n]：多項式fについて，xのn次の項の係数を求める。 

 PolynomialRemainder[f,g,x]：xの多項式f,gについて，fのgによる剰余を求める。 
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≪メインプログラム≫ 

 fx=x^3+a2*x^2+a1*x+a0; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 RootAndCoefficient[]; 

 For[i=1,i<=n,i++, 

   Print["r[",i,"]=",r[i]] 

 ]; 

ここで 

 Exponent[f,x]：多項式fについて，xの次数を求める。 

   とくに，fがxを含まない場合は，f≠0ならば次数は0，f=0ならば次数は-∞となる。 

 

≪計算結果≫ 

 r[1]=a2+X[1]+X[2]+X[3] 

 r[2]=a1+a2 X[1]+X[1]
2+a2 X[2]+X[1]X[2]+X[2]

2 

 r[3]=a0+a1 X[1]+a2 X[1]
2+X[1]3 
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2. x1,x2,…,xnからなる多項式の次数低減 
 

x1,x2,…,xnからなる多項式が与えられたとき，根と係数の関係r1=0，r2=0，… ，rn=0を使えば，x1の

次数はn-1以下に，x2の次数はn-2以下に，そしてxn-1の次数は1以下に低減し，xnは消去することが

できる。x1,x2,…,xnからなる多項式をPとし，以下にその方法を示す。まず，Pとr1をxnの多項式と

見て，Pのr1による剰余を改めてPとすれば，xnが消去される。このPとr2をxn-1の多項式と見て，Pの 

r2による剰余を改めてPとすれば，xn-1の2次以上の項が消去される。このPとr3をxn-2の多項式と見て， 

Pのr3による剰余を改めてPとすれば，xn-2の3次以上の項が消去される。同様にして，最後はPとrnを 

x1の多項式と見て，Pのrnによる剰余を改めてPとすれば，x1のn次以上の項が消去される。とくに，

もとのPがx1,x2,…,xnの対称式の場合は定数項だけとなる。 

 

(例) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0，P=x1

3+x2
3+x3

3の場合 

Pと(1.5)のr1をx3の多項式と見て，Pのr1による剰余を改めてPとすれば次式となる。 

 P=-a2
3-3(x1+x2){a2

2+a2(x1+x2)+x1x2}      (2.1) 

Pと(1.6)のr2をx2の多項式と見て，Pのr2による剰余を改めてPとすれば次式となる。 

 P=3(a1+x1
2)(a2+x1)-a2

3       (2.2) 

Pと(1.7)のr3をx1の多項式と見て，Pのr3による剰余を改めてPとすれば次式となる。 

 P=-3a0+3a1a2-a2
3        (2.3) 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

X[1],X[2],…,X[n]からなる多項式の次数を低減する。 

 (*  Reduction of X[1],X[2],...,X[n]  *) 

 ReductionOfX[f_]:=Module[{i,temp}, 

   temp=f; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     temp=PolynomialRemainder[temp,r[i],X[n-i+1]] 

   ]; 

   Return[Expand[Simplify[temp]]] 

 ]; 

ここで 

 Return[x]：戻り値をxとし，関数から抜け出す。 

 

≪メインプログラム≫ 

 fx=x^3+a2*x^2+a1*x+a0; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 RootAndCoefficient[]; 

 P=X[1]^3+X[2]^3+X[3]^3; 

 Print["P=",ReductionOfX[P]]; 

 

≪計算結果≫ 

 P=-3a0+3a1 a2-a2
3 
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3. x1,x2,…,xnの置換1,2,…,n! 
 

x1,x2,…,xnを
njjj xxx ,,,

21
 (j1,j2,…,jnは1,2,…,nを並べ替えたもの)に移すn!通りの置換を1,2,…, 

n!とする。ここで，n!通りのj1,j2,…,jnはj1の小さい順，j1が同じならばj2の小さい順，j1,j2が同じな

らばj3の小さい順，そしてj1,j2,…,jn-2が同じならばjn-1の小さい順に並べるものとする。 

 

(例) n=4の場合 

i(i=1,2,…,24)について，iとj1,j2,j3,j4の対応表を示す。 

 
 

i j1 j2 j3 j4  
 

i j1 j2 j3 j4  
 

i j1 j2 j3 j4 

1 1 2 3 4 9 2 3 1 4 17 3 4 1 2 

2 1 2 4 3 10 2 3 4 1 18 3 4 2 1 

3 1 3 2 4 11 2 4 1 3 19 4 1 2 3 

4 1 3 4 2 12 2 4 3 1 20 4 1 3 2 

5 1 4 2 3 13 3 1 2 4 21 4 2 1 3 

6 1 4 3 2 14 3 1 4 2 22 4 2 3 1 

7 2 1 3 4 15 3 2 1 4 23 4 3 1 2 

8 2 1 4 3 16 3 2 4 1 24 4 3 2 1 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪プログラム≫ 

 n=4; 

 sigma=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 

 Print["sigma=",sigma]; 

ここで 

 Permutations[v]：配列v中の要素を並べ替えた2次元配列を作る。 

 Table[f,{i,i1,i2}]：i=i1からi=i2まで，数式fの配列を作る。 

 

≪計算結果≫ 

 sigma={{1,2,3,4},{1,2,4,3},{1,3,2,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},{1,4,3,2}, 

   {2,1,3,4},{2,1,4,3},{2,3,1,4},{2,3,4,1},{2,4,1,3},{2,4,3,1}, 

   {3,1,2,4},{3,1,4,2},{3,2,1,4},{3,2,4,1},{3,4,1,2},{3,4,2,1}, 

   {4,1,2,3},{4,1,3,2},{4,2,1,3},{4,2,3,1},{4,3,1,2},{4,3,2,1}} 
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4. 原始要素vとその最小多項式g(x) 
 

m1,m2,…,mnは相異なる整数とし 

 v=m1x1+m2x2+…+mnxn       (4.1) 

とする。右辺のx1,x2,…,xnを1,2,…,n!で置換したものをv1,v2,…,vn!とする。これらが相異なる

値となるようにm1,m2,…,mnを決めれば，vはf(x)の分解体の原始要素となる。これには 

 g(x)=(x-v1)(x-v2)…(x-vn!)      (4.2) 

としたとき ── これはx1,x2,…,xnの対称式であるから，根と係数の関係を用いるとx1,x2,…,xnは

消去され，その係数はan-1,…,a1,a0の多項式となる。── これが重根を持たなければ，すなわち 

g(x)と )(xg が互いに素であればよい。m1,m2,…,mnは1,-1,2,-2,3,-3,…の順に試行し，以下のよ

うに決めていく。まず，m1=1に決める。m2≠0，m3=…=mn=0とすると，v1,v2,…,vn!は(n-2)!個ずつ

同じ式が連続して現れるので(1,2,…,n!がそのような順序に並べられている)，v1,v2,…,vn!の中

から(n-2)!個毎に，計n(n-1)個のviを取り出して，これらがすべて異なる値となるようにm2を決め

る。つぎに，m3≠0とすると，v1,v2,…,vn!は(n-3)!個ずつ同じ式が連続して現れるので，v1,v2,…, 

vn!の中から(n-3)!個毎に，計n(n-1)(n-2)個のviを取り出して，これらがすべて異なる値となるよ

うにm3を決める。同様にして，最後はmn-1≠0とすると，v1,v2,…,vn!はすべて異なる式となるので，

これらがすべて異なる値となるようにmn-1を決める。このm1,m2,…,mn-1により，v1,v2,…,vn!はすべ

て異なる値となるので，残りはmn=0としてよい。このとき，g(x)を有理係数の範囲で因数分解し，

任意の1因数を改めてg(x)とすれば，これがvの最小多項式となる。 

 

(例1) n=5の場合 

(1)m1=1とする。m3=m4=m5=0とし，m2=-1,2,-2,3,-3,…の順に試行して，3!個毎に取り出した計20

個のx-viの積g(x)=(x-v1)(x-v7)…(x-v115)と )(xg が互いに素であるようにm2を決める。 

(2)m4=m5=0とし，m3=2,-2,3,-3,…の順に試行して，2!個毎に取り出した計60個のx-viの積 

 g(x)=(x-v1)(x-v3)…(x-v119)と )(xg が互いに素であるようにm3を決める。 

(3)m5=0とし，m4=-2,3,-3,…の順に試行して，g(x)=(x-v1)(x-v2)…(x-v120)と )(xg が互いに素であ

るようにm4を決める。残りはm5=0とする。 

 

(例2) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の場合 

m1=1，m2=-1，m3=0とすると，g(x)は次式となる。 

 g(x)=(x-v1)(x-v2)(x-v3)(x-v4)(x-v1)(x-v6) 

   =(x-x1+x2)(x-x1+x3)(x-x2+x1)(x-x2+x3)(x-x3+x1)(x-x3+x2) 

   =x6+2{-(x1
2+x2

2+x3
2)+(x1x2+x1x3+x2x3)}x4+{(x1

4+x2
4+x3

4)-2(x1
3x2+x1

3x3+x1x2
3+x1x3

3+x2
3x3+x2x3

3) 

     +3(x1
2x2

2+x1
2x3

2+x2
2x3

2)}x2-(x1
4x2

2+x1
4x3

2+x1
2x2

4+x1
2x3

4+x2
4x3

2+x2
2x3

4)+2x1x2x3(x1
3+x2

3+x3
3) 

     +2(x1
3x2

3+x1
3x3

3+x2
3x3

3)-2x1x2x3(x1
2x2+x1

2x3+x1x2
2+x1x3

2+x2
2x3+x2x3

2)+6x1
2x2

2x3
2 

   =x6+2(3a1-a2
2)x4+(9a1

2-6a1a2
2+a2

4)x2+27a0
2+4a1

3-18a0a1a2-a1
2a2

2+4a0a2
3  (4.3) 

このg(x)は既約であるから，これがvの最小多項式である。 

 

(例3) f(x)=x4+a2x
2+a0の場合 

(1)m1=1，m2=-1，m3=0，m4=0とすると，g(x)は次式となる。 

 g(x)=(x-v1)(x-v3)…(x-v23) 

   =x12+8a2x
10+2(4a0+11a2

2)x8+4a2(4a0+7a2
2)x6-(112a0

2-24a0a2
2-17a2

4)x4 

     -4a2(4a0-a2
2)(12a0+a2

2)x2+16a0(4a0-a2
2)2    (4.4) 
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 g(x)と )(xg は互いに素ではないから(共通因数はx4+2a2x
2-4a0+a2

2)，m2=-1は不適当である。 

(2)m1=1，m2=2，m3=0，m4=0とすると，g(x)は次式となる。 

 g(x)=(x-v1)(x-v3)…(x-v23) 

   =x12+11a2x
10-(13a0-43a2

2)x8-a2(74a0-73a2
2)x6+(611a0

2-237a0a2
2+56a2

4)x4 

     +a2(555a0
2-160a0a2

2+16a2
4)x2+a0(25a0-4a2

2)2    (4.5) 

 g(x)と )(xg は互いに素であるから，m2=2に決める。 

(3)m1=1，m2=2，m3=-2，m4=0とすると，g(x)は次式となる。 

 g(x)=(x-v1)(x-v2)…(x-v24) 

   =x24+70a2x
22+7(10a0+297a2

2)x20+10a2(259a0+3450a2
2)x18+7(4985a0

2+3092a0a2
2+50745a2

4)x16 

     +70a2(17034a0
2-3734a0a2

2+34065a2
4)x14-(11125100a0

3-20712058a0
2a2

2+6532546a0a2
4 

     -10674705a2
6)x12-70a2(3164470a0

3-2901946a0
2a2

2+798335a0a2
4-457320a2

6)x10 

     +7(365305145a0
4-408311100a0

3a2
2+184160985a0

2a2
4-37215568a0a2

6+9090720a2
8)x8 

     +10a2(2655833507a0
4-1839114654a0

3a2
2+518070512a0

2a2
4-72189632a0a2

6 

     +8168320a2
8)x6-7(5724579062a0

5-16082653801a0
4a2

2+8170093984a0
3a2

4 

     -1692817088a0
2a2

6+166114048a0a2
8-9217792a2

10)x4-70a2(3296792031a0
5 

     -3432644488a0
4a2

2+1222395456a0
3a2

4-192242304a0
2a2

6+13710592a0a2
8-405504a2

10)x2 

     +(25a0-4a2
2)2(169a0-36a2

2)2(289a0-16a2
2)2    (4.6) 

 g(x)と )(xg は互いに素であるから，m3=-2に決める。 

(4)g(x)を因数分解すると次式となる。 

 g(x)={x8+10a2x
6-(14a0-33a2

2)x4-10a2(7a0-4a2
2)x2+(25a0-4a2

2)2} 

   ×{x8+26a2x
6-(238a0-241a2

2)x4-26a2(119a0-36a2
2)x2+(169a0-36a2

2)2} 

   ×{x8+34a2x
6+(322a0+321a2

2)x4+34a2(161a0+16a2
2)x2+(289a0-16a2

2)2}  (4.7) 

右辺の任意の1因数を改めてg(x)とすれば，これがvの最小多項式となる。例えば，右辺の1番目の

因数を取ると，g(x)は次式となる。 

 g(x)=x8+10a2x
6-(14a0-33a2

2)x4-10a2(7a0-4a2
2)x2+(25a0-4a2

2)2   (4.8) 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

V[1]が原始要素となるようにm[1],m[2],…,m[n]を決める。 

 (*  Calculation of m[1],m[2],...,m[n]  *) 

 PrimitiveElement[]:=Module[{}, 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     V[i]=Sum[m[j]*X[Part[sigma,i,j]],{j,1,n}] 

   ]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     m[i]=If[i==1,1,0] 

   ]; 

   For[i=2,i<=n-1,i++, 

     m[i]=If[m[i-1]>0,-m[i-1],1-m[i-1]]; 

     While[True, 

       gx=1; 

       For[j=1,j<=nn,j+=Factorial[n-i], 

         gx=Expand[x*gx-Sum[ReductionOfX[V[j]*Coefficient[gx,x,k]]*x^k, 

           {k,0,Exponent[gx,x]}]] 
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       ]; 

       If[Exponent[PolynomialGCD[gx,D[gx,x]],x]==0,Break[]]; 

       m[i]=If[m[i]>0,-m[i],1-m[i]] 

     ] 

   ] 

 ]; 

ここで 

 Sum[f,{i,i1,i2}]：i=i1からi=i2まで，数式fの和を求める。 

 Part[v,i]：配列v中のi番目の要素を求める。 

 If[t,x,y]：条件tが真ならばx，偽ならばyとする。 

 While[t,proc]：条件tが真の間だけ，手続きprocを反復する。 

 Factorial[n]：nの階乗を求める。 

 gx=Expand[…]：もとはgx=Expand[ReductionOfX[(x-V[j])*gx]]としていたが， 

   右辺のgxをSum[Coefficient[gx,x,k]]*x^k,{k,0,Exponent[gx,x]}]に代えた。 

   ReductionOfXの計算が重いため，項別に複数回に分散させて計算する。 

 PolynomialGCD[f,g]：多項式fとgの最大の共通因数を求める。 

 D[f,x]：数式fのxによる微分を求める。 

 Break[]：反復中の手続きから抜け出す。 

 

≪サブプログラム(2)≫ 

原始要素V[1]の最小多項式gxを求める。 

 (*  Calculation of g(x)  *) 

 MinimalPolynomial[]:=Module[{}, 

   temp=FactorList[gx]; 

   If[Length[temp]==2,Return[]]; 

   Print["factors of g(x) : "]; 

   For[i=2,i<=Length[temp],i++, 

     Print["(",i-1,")",Part[temp,i,1]] 

   ]; 

   i=Input["Select one of factors : "]+1; 

   gx=Part[temp,i,1] 

 ]; 

ここで 

 FactorList[f]：多項式fを因数分解し，その結果を配列形式で表す。 

   因数の数値部分が第1要素に，数式部分が第2要素以降に入れられる。 

 Length[v]：配列vの要素数を求める。 

 Input[prompt]：入力要求promptを表示して数式を入力する。 

 

≪メインプログラム≫ 

 fx=x^4+a2*x^2+a0; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 nn=Factorial[n]; 

 RootAndCoefficient[]; 

 sigma=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 
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 PrimitiveElement[]; 

 For[i=1,i<=n,i++, 

   Print["m[",i,"]=",m[i]] 

 ]; 

 MinimalPolynomial[]; 

 Print["g(x)=",gx]; 

 

≪計算結果≫ 

 m[1]=1 

 m[2]=2 

 m[3]=-2 

 m[4]=0 

 factors of g(x) :  

 (1)625a02-200a0 a2
2+16a24-70a0 a2 x

2+40a23x2-14a0 x
4+33a22x4+10a2 x

6+x8 

 (2)28561a02-12168a0 a2
2+1296a24-3094a0 a2 x

2+936a23x2-238a0 x
4+241a22x4+26a2 x

6+x8 

 (3)83521a02-9248a0 a2
2+256a24+5474a0 a2 x

2+544a23x2+322a0 x
4+321a22x4+34a2 x

6+x8 

Select one of factors : に対して1を入力する(1番目の因数を選ぶ)と 

 g(x)=625a02-200a0 a2
2+16a24-70a0 a2 x

2+40a23x2-14a0 x
4+33a22x4+10a2 x

6+x8 
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5. f(x)の分解体の基底w1,w2,…,wn! 
 

第2節によると，f(x)の分解体の元は以下に示すn!個の基底w1,w2,…,wn!の1次式で表される。 

 wi= nj

n

jj
xxx 21

21  (0≦j1≦n-1，0≦j2≦n-2，… ，0≦jn-1≦1，jn=0)  (5.1) 

ここで，n!通りのj1,j2,…,jnはj1の小さい順，j1が同じならばj2の小さい順，j1,j2が同じならばj3の小さ

い順，そしてj1,j2,…,jn-2が同じならばjn-1の小さい順に並べるものとする。 

(追記) g(x)の次数がn!より小さい場合は，f(x)の分解体の基底になるのはw1,w2,…,wn!の一部だけ

であるが，この場合も今後の議論の支障にはならない。 

 

(例) n=4の場合 

wi(i=1,2,…,24)について，iとj1,j2,j3,j4の対応表を示す。 

 
 

i j1 j2 j3 j4  
 

i j1 j2 j3 j4  
 

i j1 j2 j3 j4 

1 0 0 0 0 9 1 1 0 0 17 2 2 0 0 

2 0 0 1 0 10 1 1 1 0 18 2 2 1 0 

3 0 1 0 0 11 1 2 0 0 19 3 0 0 0 

4 0 1 1 0 12 1 2 1 0 20 3 0 1 0 

5 0 2 0 0 13 2 0 0 0 21 3 1 0 0 

6 0 2 1 0 14 2 0 1 0 22 3 1 1 0 

7 1 0 0 0 15 2 1 0 0 23 3 2 0 0 

8 1 0 1 0 16 2 1 1 0 24 3 2 1 0 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

分解体の基底w[1],w[2],…,w[n!]を求める。 

 (*  Calculation of w[1],w[2],...,w[n!]  *) 

 BasisOfSplittingField[]:=Module[{}, 

   w={}; 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     wi={}; 

     For[j=1,j<=n,j++, 

       AppendTo[wi,Mod[Floor[(i-1)/Factorial[n-j]],n-j+1]] 

     ]; 

     AppendTo[w,wi] 

   ] 

 ]; 

ここで 

 AppendTo[v,x]：配列vにxを追加する。 

 Mod[m,n]：mのnによる剰余を求める。 

 Floor[x]：x以下の最大の整数を求める。 
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≪メインプログラム≫ 

 n=4; 

 nn=Factorial[n]; 

 BasisOfSplittingField[]; 

 Print["w=",w]; 

 

≪計算結果≫ 

 w={{0,0,0,0},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{0,1,1,0},{0,2,0,0},{0,2,1,0}, 

   {1,0,0,0},{1,0,1,0},{1,1,0,0},{1,1,1,0},{1,2,0,0},{1,2,1,0}, 

   {2,0,0,0},{2,0,1,0},{2,1,0,0},{2,1,1,0},{2,2,0,0},{2,2,1,0}, 

   {3,0,0,0},{3,0,1,0},{3,1,0,0},{3,1,1,0},{3,2,0,0},{3,2,1,0}} 
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6. x1,x2,…,xnのvによる多項式表現 
 

(4.1)よりvのべき乗v0,v1,…,v
n!-1はx1,x2,…,xnの多項式となり，さらに第2節で述べた方法によって

次数を低減させれば，基底w1,w2,…,wn!の1次式で表される。これらを行列を用いて次式のように

表し，その係数aij(1≦i≦n!，1≦j≦n!)を計算する。 
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     (6.1) 

これをw1,w2,…,wn!について解けば，これらがvの多項式として求められる。これを解くにはLU分

解法を用いるとよい。LU分解法の詳細は付録に示した。ここで，xnを除いたx1,x2,…,xn-1はw1,w2,…, 

wn!のどれかと一致し，前節で決めたw1,w2,…,wn!の順序によれば，x1,x2,…,xn-1は次式となる。 

 x1=w(n-1)!+1，x2=w(n-2)!+1，… ，xn-1=w1!+1     (6.2) 

残りのxnは次式となる。 

 xn=-an-1-(x1+x2+…+xn-1)       (6.3) 

これでx1,x2,…,xnがvの多項式として求められた。さらに，g(x)の次数がn!より小さい場合は，x1, 

x2,…,xnのg(v)による剰余を改めてx1,x2,…,xnとすることにより，vの次数を低減させる。 

 

(例1) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の場合 

v=x1-x2とする。vのべき乗は次式となる。 

 v2=-a1-a2(x1+x2)-3x1x2       (6.4) 

 v3=3a0-a1a2+(a1-a2
2)x2+(-a1-a2

2)x1-4a2x1x2-2a2x1
2-6x1

2x2    (6.5) 

 v4=a1
2+6a0a2-a1a2

2+(9a0+2a1a2-a2
3)(x1+x2)+(15a1-5a2

2)x1x2   (6.6) 

 v5=-6a0a1+2a1
2a2+5a0a2

2-a1a2
3+(-a1

2+3a0a2+3a1a2
2-a2

4)x2+(a1
2+15a0a2+a1a2

2-a2
4)x1 

   +(9a0+17a1a2-6a2
3)x1x2+(18a0+4a1a2-2a2

3)x1
2+(30a1-10a2

2)x1
2x2  (6.7) 

これより，(6.1)は次式となる。 
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   (6.8) 

これより，x1,x2,x3は次式となる。 

 x1={3v4+5(3a1-a2
2)v2+(27a0-9a1a2+2a2

3)v+2(6a1
2-9a0a2-a1a2

2)}/2D  (6.9) 

 x2={3v4+5(3a1-a2
2)v2-(27a0-9a1a2+2a2

3)v+2(6a1
2-9a0a2-a1a2

2)}/2D  (6.10) 

 x3={-3v4-5(3a1-a2
2)v2-12a1

2-9a0a2+11a1a2
2-2a2

4}/D    (6.11) 
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 D=27a0-9a1a2+2a2
3       (6.12) 

 

(例2) f(x)=x4+a2x
2+a0の場合 

第4節の例3よりv=x1+2x2-2x3とする。(6.1)の右辺の係数行列は大きい(24行×24列)ので省略する。 

x1,x2,x3,x4も長い(vの23次式)ので省略する。さらに，これらのg(v)((4.8)のg(x)にx=vを代入したも

の)による剰余を改めてx1,x2,x3,x4とし，vの次数を低減させると次式が得られる。 

 x1= {7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3-(4750a0

2-3945a0a2
2+308a2

4)v}/D (6.13) 

 x2=-{7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3-(4750a0

2-3945a0a2
2+308a2

4)v}/D (6.14) 

 x3=-{7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3+(10250a0

2+195a0a2
2-92a2

4)v}/2D (6.15) 

 x4= {7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3+(10250a0

2+195a0a2
2-92a2

4)v}/2D (6.16) 

 D=6(25a0-4a2
2)(100a0-9a2

2)      (6.17) 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

V[1]のべき乗と基底w[1],w[2],…,w[n!]の関係を表す行列Aを計算する。 

 (*  Calculation of Powers of V[1]  *) 

 PowerOfV[]:=Module[{}, 

   A={}; 

   AppendTo[A,Table[If[j==1,1,0],{j,1,nn}]]; 

   temp=1; 

   For[i=1,i<=nn-1,i++, 

     temp=ReductionOfX[V[1]*temp]; 

     Ai={}; 

     For[j=1,j<=nn,j++, 

       temp2=temp; 

       For[k=1,k<=n,k++, 

         temp2=Coefficient[temp2,X[k],Part[w,j,k]] 

       ]; 

       AppendTo[Ai,temp2] 

     ]; 

     AppendTo[A,Ai] 

   ] 

 ]; 

 

≪サブプログラム(2)≫ 

LU分解法により，根X[1],X[2],…,X[n]をvの多項式として求める。LU分解法の詳細は付録に示した。 

 (*  X[1],X[2],...,X[n] as Polynomials of v  *) 

 XOfV[]:=Module[{}, 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     For[j=1,j<=n-1,j++, 

       temp=Part[A,i,Factorial[j]+1]; 

       Part[A,i,Factorial[j]+1]=Part[A,i,nn-j+1]; 

       Part[A,i,nn-j+1]=temp 

     ] 
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   ]; 

   b=IdentityMatrix[nn]; 

   c=1; 

   For[k=1,k<=nn,k++, 

     For[i=k,Exponent[Part[A,i,k],x]<0,i++,]; 

     If[i!=k, 

       temp=Part[A,k];Part[A,k]=Part[A,i];Part[A,i]=temp; 

       temp=Part[b,k];Part[b,k]=Part[b,i];Part[b,i]=temp 

     ]; 

     For[i=k+1,i<=nn,i++, 

       Part[A,i,k]=Simplify[Part[A,i,k]/Part[A,k,k]]; 

       For[j=k+1,j<=nn,j++, 

         Part[A,i,j]=Simplify[Part[A,i,j]-Part[A,i,k]*Part[A,k,j]] 

       ] 

     ]; 

     If[10*k>=c*nn, 

       If[n>=5,Print["...... calculating (",c,"/10) ......"]]; 

       c++ 

     ] 

   ]; 

   For[i=2,i<=nn,i++, 

     Part[b,i]=Simplify[Part[b,i]-Sum[Part[A,i,j]*Part[b,j],{j,1,i-1}]] 

   ]; 

   For[i=nn,i>=nn-n+2,i--, 

     Part[b,i]=Simplify[(Part[b,i]-Sum[Part[A,i,j]*Part[b,j],{j,i+1,nn}])/ 

       Part[A,i,i]] 

   ]; 

   For[i=1,i<=n-1,i++, 

     X[i]=Sum[Part[b,nn+i-n+1,j]*v^(j-1),{j,1,nn}] 

   ]; 

   X[n]=-Coefficient[fx,x,n-1]-Sum[X[i],{i,1,n-1}]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     X[i]=Simplify[PolynomialRemainder[X[i],gx/.x->v,v]] 

   ]; 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     V[i]=Simplify[V[i]] 

   ]; 

   Remove[A,b] 

 ]; 

ここで 

 IdentityMatrix[n]：n次の単位行列を求める。 

 gx/.x->v：gx中のxにx=vを代入する。 

 Remove[a,b,…]：変数a,b,…を削除する。 
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≪メインプログラム≫ 

 fx=x^4+a2*x^2+a0; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 nn=Factorial[n]; 

 RootAndCoefficient[]; 

 sigma=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 

 PrimitiveElement[]; 

 MinimalPolynomial[]; 

 BasisOfSplittingField[]; 

 PowerOfV[]; 

 XOfV[]; 

 For[i=1,i<=n,i++, 

   Print["X[",i,"]=",X[i]] 

 ]; 

 

≪計算結果≫ 

 factors of g(x) :  

 (1)625a02-200a0 a2
2+16a24-70a0 a2 x

2+40a23x2-14a0 x
4+33a22x4+10a2 x

6+x8 

 (2)28561a02-12168a0 a2
2+1296a24-3094a0 a2 x

2+936a23x2-238a0 x
4+241a22x4+26a2 x

6+x8 

 (3)83521a02-9248a0 a2
2+256a24+5474a0 a2 x

2+544a23x2+322a0 x
4+321a22x4+34a2 x

6+x8 

Select one of factors : に対して1を入力する(1番目の因数を選ぶ)と 

 X[1]=(v(-4750a02+a0(3945a22+1777a2 v
2+250v4)+a2(-308a23-69a22v2+30a2 v

4+7v6)))/ 

   (6(100a0-9a22)(25a0-4a22)) 

 X[2]=-(v(-4750a02+a0(3945a22+1777a2 v
2+250v4)+a2(-308a23-69a22v2+30a2 v

4+7v6)))/ 

   (6(2500a02-625a0 a2
2+36a24)) 

 X[3]=-(v(10250a02+a0(195a22+1777a2 v
2+250v4)+a2(-92a23-69a22v2+30a2 v

4+7v6)))/ 

   (12(2500a02-625a0 a2
2+36a24)) 

 X[4]=(v(10250a02+a0(195a22+1777a2 v
2+250v4)+a2(-92a23-69a22v2+30a2 v

4+7v6)))/ 

   (12(2500a02-625a0 a2
2+36a24)) 
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7. ガロア群Gの計算法 
 

第4節よりg(x)の根はv1,v2,…,vn!またはその一部である。v1,v2,…,vn!の中でg(x)の根であるものをvi

とし，これに対応する置換iを集めて，これをガロア群Gとする。viがg(x)の根であるかどうかは，

以下のようにして調べる。まず，x1,x2,…,xnはvの多項式で表されるので，(4.1)よりviもvの多項式

で表される。これをg(x)に代入して，g(v)による剰余が0であれば，viはg(x)の根である。 

 

(例1) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の場合 

(4.3)よりg(x)の次数は6であるから，すべての置換がガロア群Gに含まれる。 

 G={1,2,3,4,5,6}       (7.1) 

x1,x2,x3を 321
,, jjj xxx に移す置換を{j1,j2,j3}で表すと以下のようになる。 

 G={{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1},{3,1,2},{3,2,1}}   (7.2) 

 

(例2) f(x)=x4+a2x
2+a0の場合 

v=x1+2x2-2x3と(6.13)-(6.17)より，viとg(vi)(i=1,2,…,24)は次式となる。 

 v1=-v8=v 

 g(v1)=g(v8)=0        (7.3) 
 v2=-v7=-{7a2v

7+10(25a0+3a2
2)v5+a2(1777a0-69a2

2)v3+10(275a0
2+207a0a2

2-20a2
4)v}/3D1D2 

 g(v2)=g(v7)=0        (7.4) 
 v3=-v11={7a2v

7+10(25a0+3a2
2)v5+a2(1777a0-69a2

2)v3-2(6125a0
2-2910a0a2

2+208a2
4)v}/3D1D2 

 g(v3)=g(v11)={16a2(5116a0+785a2
2)v6-240(1400a0

2-2034a0a2
2-451a2

4)v4 

   -16a2(104524a0
2-6499a0a2

2-16440a2
4)v2+32(25a0-4a2

2)(2460a0
2+5713a0a2

2-970a2
4)/3D2 (7.5) 

 v4=-v12=-{7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3+(25250a0

2-3555a0a2
2+124a2

4)v}/6D1D2 

 g(v4)=g(v12)=-{48a2(1036a0+45a2
2)v6+240(1400a0

2+78a0a2
2+189a2

4)v4 

   -48a2(15404a0
2-1839a0a2

2-1755a2
4)v2+48(11000a0

3+29850a0
2a2

2-10394a0a2
4+855a2

6)}/D2 (7.6) 
 v5=-v9={14a2v

7+20(25a0+3a2
2)v5+2a2(1777a0-69a2

2)v3-(2000a0
2-6015a0a2

2+508a2
4)v}/3D1D2 

 g(v5)=g(v9)={112a2(412a0-55a2
2)v6+240(1400a0

2+1966a0a2
2-251a2

4)v4+16a2(192524a0
2 

   +93901a0a2
2-11640a2

4)v2-32(85500a0
3-270775a0

2a2
2-36358a0a2

4+5480a2
6)}/3D2  (7.7) 

 v6=-v10={7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3+(5250a0

2+1445a0a2
2-164a2

4)v}/2D1D2 

 g(v6)=g(v10)={48a2(1436a0-855a2
2)v6+240(1400a0

2+678a0a2
2-1161a2

4)v4-144a2(3668a0
2 

   +1087a0a2
2+3015a2

4)v2-48(109000a0
3+111550a0

2a2
2-46544a0a2

4+4095a2
6)}/D2  (7.8) 

 v13=-v21={49a2v
7+70(25a0+3a2

2)v5+7a2(1777a0-69a2
2)v3-(48250a0

2-31365a0a2
2+2372a2

4)v}/12D1D2 

 g(v13)=g(v21)=-{48a2(1436a0-855a2
2)v6-480(700a0

2-1815a0a2
2+702a2

4)v4-336a2(11572a0
2 

   -10077a0a2
2+2160a2

4)v2+48(109000a0
3-118470a0

2a2
2+31901a0a2

4-2880a2
6)}/D2  (7.9) 

 v14=-v22={7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3-(49750a0

2-15195a0a2
2+956a2

4)v}/12D1D2 

 g(v14)=g(v22)={-112a2(412a0-55a2
2)v6+480(700a0

2-459a0a2
2+67a2

4)v4+16a2(17476a0
2 

   -15301a0a2
2+2865a2

4)v2-16(171000a0
3-103930a0

2a2
2+20039a0a2

4-1240a2
6)}/3D2  (7.10) 

 v15=-v19=-{21a2v
7+30(25a0+3a2

2)v5+3a2(1777a0-69a2
2)v3-(9250a0

2-10585a0a2
2+852a2

4)v}/4D1D2 

 g(v15)=g(v19)={48a2(1036a0+45a2
2)v6-480(700a0

2-1515a0a2
2+27a2

4)v4-144a2(28468a0
2 

   -25213a0a2
2+1440a2

4)v2-48(11000a0
3+281870a0

2a2
2-139339a0a2

4+10080a2
6)}/D2  (7.11) 

 v16=-v20=-{49a2v
7+70(25a0+3a2

2)v5+7a2(1777a0-69a2
2)v3+(11750a0

2+16365a0a2
2-1508a2

4)v}/12D1D2 

 g(v16)=g(v20)=-{16a2(5116a0+785a2
2)v6+480(700a0

2+1541a0a2
2+167a2

4)v4 

   +112a2(15068a0
2+12157a0a2

2+1095a2
4)v2-16(20a0+43a2

2)(6150a0
2-43a0a2

2-80a2
4)}/3D2 (7.12) 

 v17=-v24=-{7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3-5(1950a0

2-1039a0a2
2+76a2

4)v}/4D1D2 

 g(v17)=g(v24)=0        (7.13) 
 v18=-v23={35a2v

7+50(25a0+3a2
2)v5+5a2(1777a0-69a2

2)v3-(8750a0
2-15975a0a2

2+1324a2
4)v}/12D1D2 
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 g(v18)=g(v23)=0        (7.14) 

ここで 

 D1=25a0-4a2
2，D2=100a0-9a2

2      (7.15) 

これより，g(x)の根はv1,v2,v7,v8,v17,v18,v23,v24である。ガロア群Gは以下のようになる。 

 G={1,2,7,8,17,18,23,24}      (7.16) 

x1,x2,x3,x4を 4321
,,, jjjj xxxx に移す置換を{j1,j2,j3,j4}で表すと以下のようになる。 

 G={{1,2,3,4},{1,2,4,3},{2,1,3,4},{2,1,4,3},{3,4,1,2},{3,4,2,1}, 

   {4,3,1,2},{4,3,2,1}}       (7.17) 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

ガロア群Gを求める。 

 (*  Calculation of Galois Group  *) 

 GaloisGroup[]:=Module[{}, 

   If[Exponent[gx,x]==nn,G=sigma;Return[]]; 

   G={}; 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     temp=0; 

     For[j=Exponent[gx,x],j>=0,j--, 

       temp=Simplify[PolynomialRemainder[temp*V[i]+Coefficient[gx,x,j], 

         gx/.x->v,v]] 

     ]; 

     If[Exponent[temp,v]<0,AppendTo[G,i]] 

   ]; 

   nn=Length[G]; 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     V[i]=V[Part[G,i]]; 

     Part[G,i]=Part[sigma,Part[G,i]] 

   ] 

 ]; 

 

≪メインプログラム≫ 

 fx=x^4+a2*x^2+a0; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 nn=Factorial[n]; 

 RootAndCoefficient[]; 

 sigma=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 

 PrimitiveElement[]; 

 MinimalPolynomial[]; 

 BasisOfSplittingField[]; 

 PowerOfV[]; 

 XOfV[]; 

 GaloisGroup[]; 

 Print["G=",G]; 
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≪計算結果≫ 

 factors of g(x) :  

 (1)625a02-200a0 a2
2+16a24-70a0 a2 x

2+40a23x2-14a0 x
4+33a22x4+10a2 x

6+x8 

 (2)28561a02-12168a0 a2
2+1296a24-3094a0 a2 x

2+936a23x2-238a0 x
4+241a22x4+26a2 x

6+x8 

 (3)83521a02-9248a0 a2
2+256a24+5474a0 a2 x

2+544a23x2+322a0 x
4+321a22x4+34a2 x

6+x8 

Select one of factors : に対して1を入力する(1番目の因数を選ぶ)と 

 G={{1,2,3,4},{1,2,4,3},{2,1,3,4},{2,1,4,3},{3,4,1,2},{3,4,2,1}, 

   {4,3,1,2},{4,3,2,1}} 
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8. ガロア群Gの乗積表と逆元 
 

ガロア群Gは置換1,2,…,n!の部分群である。Gに属する元の個数をNとし，これらの元に改めて

番号を付け直して1,2,…,Nとする。これに対して，乗積表と逆元を求める。 

 

(例) n=4，N=24の場合 

以下にijの乗積表を示す。例えば，8={2,1,4,3}と17={3,4,1,2}の積は24={4,3,2,1}である。 

 

i＼j  1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

2  1  5  6  3  4  8  7 11 12  9 10 19 20 21 22 23 24 13 14 15 16 17 18 

3  4  1  2  6  5 13 14 15 16 17 18  7  8  9 10 11 12 20 19 23 24 21 22 

4  3  6  5  1  2 14 13 17 18 15 16 20 19 23 24 21 22  7  8  9 10 11 12 

5  6  2  1  4  3 19 20 21 22 23 24  8  7 11 12  9 10 14 13 17 18 15 16 

6  5  4  3  2  1 20 19 23 24 21 22 14 13 17 18 15 16  8  7 11 12  9 10 

7  8  9 10 11 12  1  2  3  4  5  6 15 16 13 14 18 17 21 22 19 20 24 23 

8  7 11 12  9 10  2  1  5  6  3  4 21 22 19 20 24 23 15 16 13 14 18 17 

9 10  7  8 12 11 15 16 13 14 18 17  1  2  3  4  5  6 22 21 24 23 19 20 

10  9 12 11  7  8 16 15 18 17 13 14 22 21 24 23 19 20  1  2  3  4  5  6 

11 12  8  7 10  9 21 22 19 20 24 23  2  1  5  6  3  4 16 15 18 17 13 14 

12 11 10  9  8  7 22 21 24 23 19 20 16 15 18 17 13 14  2  1  5  6  3  4 

13 14 15 16 17 18  3  4  1  2  6  5  9 10  7  8 12 11 23 24 20 19 22 21 

14 13 17 18 15 16  4  3  6  5  1  2 23 24 20 19 22 21  9 10  7  8 12 11 

15 16 13 14 18 17  9 10  7  8 12 11  3  4  1  2  6  5 24 23 22 21 20 19 

16 15 18 17 13 14 10  9 12 11  7  8 24 23 22 21 20 19  3  4  1  2  6  5 

17 18 14 13 16 15 23 24 20 19 22 21  4  3  6  5  1  2 10  9 12 11  7  8 

18 17 16 15 14 13 24 23 22 21 20 19 10  9 12 11  7  8  4  3  6  5  1  2 

19 20 21 22 23 24  5  6  2  1  4  3 11 12  8  7 10  9 17 18 14 13 16 15 

20 19 23 24 21 22  6  5  4  3  2  1 17 18 14 13 16 15 11 12  8  7 10  9 

21 22 19 20 24 23 11 12  8  7 10  9  5  6  2  1  4  3 18 17 16 15 14 13 

22 21 24 23 19 20 12 11 10  9  8  7 18 17 16 15 14 13  5  6  2  1  4  3 

23 24 20 19 22 21 17 18 14 13 16 15  6  5  4  3  2  1 12 11 10  9  8  7 

24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10  9  8  7  6  5  4  3  2  1 

 

以下にiの逆元jを示す。例えば，10={2,3,4,1}の逆元は19={4,1,2,3}である。 

 
 

i  1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

j 1  2  3  5  4  6  7  8 13 19 14 20  9 11 15 21 17 23 10 12 16 22 18 24 
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数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

ガロア群Gの乗積表proと逆元invを求める。 

 (*  Products and Inverses of Galois Group  *) 

 ProductOfG[]:=Module[{}, 

   pro={}; 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     temp={}; 

     For[j=1,j<=nn,j++, 

       temp2={}; 

       For[k=1,k<=n,k++, 

         AppendTo[temp2,Part[G,i,Part[G,j,k]]] 

       ]; 

       For[k=1,k<=nn,k++, 

         If[temp2==Part[G,k],Break[]] 

       ]; 

       AppendTo[temp,k] 

     ]; 

     AppendTo[pro,temp] 

   ]; 

   inv={}; 

   For[i=1,i<=nn,i++, 

     For[j=1,j<=nn,j++, 

       If[Part[pro,i,j]==1,Break[]] 

     ]; 

     AppendTo[inv,j] 

   ] 

 ]; 

 

≪メインプログラム≫ 

 n=4; 

 nn=Factorial[n]; 

 G=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 

 ProductOfG[]; 

 Print["product of G : "]; 

 Print[pro]; 

 Print["inverse of G : "]; 

 Print[inv]; 
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≪計算結果≫ 

 product of G :  

 {{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24}, 

   {2,1,5,6,3,4,8,7,11,12,9,10,19,20,21,22,23,24,13,14,15,16,17,18}, 

   {3,4,1,2,6,5,13,14,15,16,17,18,7,8,9,10,11,12,20,19,23,24,21,22}, 

   {4,3,6,5,1,2,14,13,17,18,15,16,20,19,23,24,21,22,7,8,9,10,11,12}, 

   {5,6,2,1,4,3,19,20,21,22,23,24,8,7,11,12,9,10,14,13,17,18,15,16}, 

   {6,5,4,3,2,1,20,19,23,24,21,22,14,13,17,18,15,16,8,7,11,12,9,10}, 

   {7,8,9,10,11,12,1,2,3,4,5,6,15,16,13,14,18,17,21,22,19,20,24,23}, 

   {8,7,11,12,9,10,2,1,5,6,3,4,21,22,19,20,24,23,15,16,13,14,18,17}, 

   {9,10,7,8,12,11,15,16,13,14,18,17,1,2,3,4,5,6,22,21,24,23,19,20}, 

   {10,9,12,11,7,8,16,15,18,17,13,14,22,21,24,23,19,20,1,2,3,4,5,6}, 

   {11,12,8,7,10,9,21,22,19,20,24,23,2,1,5,6,3,4,16,15,18,17,13,14}, 

   {12,11,10,9,8,7,22,21,24,23,19,20,16,15,18,17,13,14,2,1,5,6,3,4}, 

   {13,14,15,16,17,18,3,4,1,2,6,5,9,10,7,8,12,11,23,24,20,19,22,21}, 

   {14,13,17,18,15,16,4,3,6,5,1,2,23,24,20,19,22,21,9,10,7,8,12,11}, 

   {15,16,13,14,18,17,9,10,7,8,12,11,3,4,1,2,6,5,24,23,22,21,20,19}, 

   {16,15,18,17,13,14,10,9,12,11,7,8,24,23,22,21,20,19,3,4,1,2,6,5}, 

   {17,18,14,13,16,15,23,24,20,19,22,21,4,3,6,5,1,2,10,9,12,11,7,8}, 

   {18,17,16,15,14,13,24,23,22,21,20,19,10,9,12,11,7,8,4,3,6,5,1,2}, 

   {19,20,21,22,23,24,5,6,2,1,4,3,11,12,8,7,10,9,17,18,14,13,16,15}, 

   {20,19,23,24,21,22,6,5,4,3,2,1,17,18,14,13,16,15,11,12,8,7,10,9}, 

   {21,22,19,20,24,23,11,12,8,7,10,9,5,6,2,1,4,3,18,17,16,15,14,13}, 

   {22,21,24,23,19,20,12,11,10,9,8,7,18,17,16,15,14,13,5,6,2,1,4,3}, 

   {23,24,20,19,22,21,17,18,14,13,16,15,6,5,4,3,2,1,12,11,10,9,8,7}, 

   {24,23,22,21,20,19,18,17,16,15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1}} 

 inverse of G :  

 {1,2,3,5,4,6,7,8,13,19,14,20,9,11,15,21,17,23,10,12,16,22,18,24} 
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9. ガロア群Gの組成列 
 

ガロア群Gについて，以下の組成列を求める。 

 G=G0⊃G1⊃…⊃Gs       (9.1) 

ここで，Gk(k=1,2,…,s)はGk-1の真部分群で最大の正規部分群とする。最後のGsは単位群である。k

番目の組成列Gk-1⊃Gkにおいて，Gk-1からGkは以下のようにして求められる。Gk-1の各元iについて， 

iだけからなる集合をHi={i}とし，以下の2つの処理を繰り返すことにより，Hiに要素を追加して

いく。 

(1)-1(∈G，∈Hi)でHiに含まれないものがあれば，これをHiに追加する。 

(2)  ( , ∈Hi)でHiに含まれないものがあれば，これをHiに追加する。 

Hiに追加される要素がなくなれば，上の2つの処理を終了する。ここで，全Hiのうち，元の個数が 

Gk-1より小さく，かつ最大であるものをGkとする。これをk=1から始めて，k=sでGsが単位群になれ

ば終了とする。このとき，|Gk-1/Gk|(k=1,2,…,s)がすべて素数ならば，Gは可解である。 

 

(例) n=4，N=24の場合 

≪第1段階≫ 

G0の各元iについて，Hi={i}とし，これに2つの処理を繰り返すと以下のようになる。 

(1)i=1の場合は追加される要素はない。 

(2)i=2,3,6,7,15,22の場合 

 1回目はHi={1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,13,15,16,17,20,21,22,24} 

 2回目はHi={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 

 3回目以降は追加される要素はない。   19,20,21,22,23,24} 

(3)i=4,5,9,12,13,16,20,21の場合 

 1回目はHi={1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

(4)i=8,17,24の場合 

 1回目はHi={1,8,17,24} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

(5)i=10,11,14,18,19,23の場合 

 1回目はHi={1,4,5,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,19,20,21,23,24} 

 2回目はHi={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 

 3回目以降は追加される要素はない。   19,20,21,22,23,24} 

これより，(3)のHiをG1とする。 

 G1={1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24}    (9.2) 

 

≪第2段階≫ 

G1の各元iについて，Hi={i}とし，これに2つの処理を繰り返すと以下のようになる。 

(1)i=1の場合は追加される要素はない。 

(2)i=4,5,9,12,13,16,20,21の場合 

 1回目はHi={4,5,9,12,13,16,20,21} 

 2回目はHi={1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24} 

 3回目以降は追加される要素はない。 



24 

 

(3)i=8,17,24の場合 

 1回目はHi={1,8,17,24} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

これより，(3)のHiをG2とする。 

 G2={1,8,17,24}       (9.3) 

 

≪第3段階≫ 

G2の各元iについて，Hi={i}とし，これに2つの処理を繰り返すと以下のようになる。 

(1)i=1の場合は追加される要素はない。 

(2)i=8の場合 

 1回目はHi={1,8} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

(3)i=17の場合 

 1回目はHi={1,17} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

(4)i=24の場合 

 1回目はHi={1,24} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

これより，(2)のHiをG3とする。((3),(4)のHiでも可) 

 G3={1,8}        (9.4) 

 

≪第4段階≫ 

G3の各元iについて，Hi={i}とし，これに2つの処理を繰り返すと以下のようになる。 

(1)i=1の場合は追加される要素はない。 

(2)i=8の場合 

 1回目はHi={1,8} 

 2回目以降は追加される要素はない。 

これより，(1)のHiをG4とする。 

 G4={1}         (9.5) 

 

以上より，組成列は以下のようになる。 

 G0⊃G1⊃G2⊃G3⊃G4       (9.6) 

ここで 

 G0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 

   13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24}    (9.7) 

 G1={1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24}    (9.8) 

 G2={1,8,17,24}       (9.9) 

 G3={1,8}        (9.10) 

 G4={1}         (9.11) 

|G0/G1|=2，|G1/G2|=3，|G2/G3|=2，|G3/G4|=2はすべて素数であるから，Gは可解群である。 
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数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

ガロア群Gの組成列Gsを求める。 

 (*  Composition Series of Galois Group  *) 

 CompositionSeries[]:=Module[{}, 

   Gs={}; 

   G1=Table[i,{i,1,nn}]; 

   AppendTo[Gs,G1]; 

   While[True, 

     G2={1}; 

     For[i=1,i<=Length[G1],i++, 

       Hi={Part[G1,i]}; 

       L1=Length[Hi]; 

       While[True, 

         For[j=1,j<=L1,j++, 

           For[k=1,k<=Length[G1],k++, 

             temp=Part[pro,Part[inv,Part[G1,k]], 

               Part[pro,Part[Hi,j],Part[G1,k]]]; 

             If[!MemberQ[Hi,temp],AppendTo[Hi,temp]] 

           ] 

         ]; 

         L2=Length[Hi]; 

         For[j=1,j<=L2,j++, 

           For[k=1,k<=L2,k++, 

             temp=Part[pro,Part[Hi,j],Part[Hi,k]]; 

             If[!MemberQ[Hi,temp],AppendTo[Hi,temp]] 

           ] 

         ]; 

         L2=Length[Hi]; 

         If[L1==L2,Break[],L1=L2] 

       ]; 

       If[Length[G1]>L2&&L2>Length[G2],G2=Sort[Hi]] 

     ]; 

     AppendTo[Gs,G2]; 

     If[Length[G2]==1,Break[],G1=G2] 

   ] 

 ]; 

ここで 

 MemberQ[v,x]：配列v中にxがあれば真，なければ偽とする。 

 Sort[v]：配列v中の要素を小さい順に並べ替える。 
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≪メインプログラム≫ 

 n=4; 

 nn=Factorial[n]; 

 G=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 

 ProductOfG[]; 

 CompositionSeries[]; 

 For[i=1,i<=Length[Gs],i++, 

   Print["G",i-1,"=",Part[Gs,i]] 

 ]; 

 

≪計算結果≫ 

 G0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24} 

 G1={1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24} 

 G2={1,8,17,24} 

 G3={1,8} 

 G4={1} 
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10. 数式処理ソフトによる計算 
 

第1部で示したプログラムを1つにまとめて，計算結果をファイルに書き込むようにした。 

 

≪サブプログラム≫ 

計算結果をファイルに書き込む。 

 (*  Write Results into File  *) 

 WriteFile[FileName_]:=Module[{}, 

   fp=OpenWrite[FileName]; 

   WriteString[fp,"fx=",InputForm[fx],";\n"]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     WriteString[fp,"m[",i,"]=",m[i],";\n"] 

   ]; 

   WriteString[fp,"gx=",InputForm[gx],";\n"]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     WriteString[fp,"X[",i,"]=",InputForm[X[i]],";\n"] 

   ]; 

   WriteString[fp,"G=",G,";\n"]; 

   WriteString[fp,"Gs=",Gs,";\n"]; 

   Close[fp] 

 ]; 

ここで 

 fp=OpenWrite[file]：出力ファイルfileを開く。 

 WriteString[fp,f]：ファイルに数式fを書き込む。 

 InputForm[f]：数式fを入力形式で表す。 

   例えば，f= 2x1 ならば，InputForm[f]はSqrt[1+x^2]となる。 

 Close[fp]：ファイルを閉じる。 

 

≪メインプログラム≫ 

 (*  Calculation of Galois Group of f(x)  *) 

 fx=Input["f(x)="]; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 nn=Factorial[n]; 

 RootAndCoefficient[]; 

 sigma=Permutations[Table[i,{i,1,n}]]; 

 PrimitiveElement[]; 

 For[i=1,i<=n,i++, 

   Print["m[",i,"]=",m[i]] 

 ]; 

 MinimalPolynomial[]; 

 Print["g(x)=",gx]; 

 BasisOfSplittingField[]; 

 PowerOfV[]; 
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 XOfV[]; 

 For[i=1,i<=n,i++, 

   Print["X[",i,"]=",X[i]] 

 ]; 

 GaloisGroup[]; 

 Print["G=",G]; 

 ProductOfG[]; 

 CompositionSeries[]; 

 For[i=1,i<=Length[Gs],i++, 

   Print["G",i-1,"=",Part[Gs,i]]; 

   temp=If[i==1,True,temp&&PrimeQ[Length[Part[Gs,i-1]]/Length[Part[Gs,i]]]] 

 ]; 

 Print["f(x) is ",If[temp,"","not "],"solvable."]; 

 SetDirectory["C:\Users\Myname\Documents\Mathematica"]; 

 FileName=InputString["Output file name : "]; 

 WriteFile[FileName]; 

ここで 

 PrimeQ[n]：nが素数ならば真，そうでなければ偽とする。 

 SetDirectory[dir]：カレントディレクトリをdirに設定する。 

 InputString[prompt]：入力要求promptを表示して文字列を入力する。 

(注意) SetDirectory中の"C:\Users…\Mathematica"は，実際にファイルを置く場所に書き換える。 

 

≪計算結果≫ 

f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の計算結果を示す。f(x)=に対してx^3+a2*x^2+a1*x+a0を入力する。 

 m[1]=1 

 m[2]=-1 

 m[3]=0 

 g(x)=27a02+4a13-18a0 a1 a2-a1
2a22+4a0 a2

3+9a12x2-6a1 a2
2x2+a24x2+6a1 x

4-2a22x4+x6 

 X[1]=(12a12-18a0 a2-2a1 a2
2+27a0 v-9a1 a2 v+2a2

3v+15a1 v
2-5a22v2+3v4)/ 

   (54a0-18a1 a2+4a2
3) 

 X[2]=(12a12-18a0 a2-2a1 a2
2-27a0 v+9a1 a2 v-2a2

3v+15a1 v
2-5a22v2+3v4)/ 

   (54a0-18a1 a2+4a2
3) 

 X[3]=(12a12+9a0 a2-11a1 a2
2+2a24+15a1 v

2-5a22v2+3v4)/(-27a0+9a1 a2-2a2
3) 

 G={{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1},{3,1,2},{3,2,1}} 

 G0={1,2,3,4,5,6} 

 G1={1,4,5} 

 G2={1} 

 f(x) is solvable. 

Output file name : に対してexample1.txtを入力すると，ファイルexample1.txtに以下の計算結

果が書き込まれる。 

 fx=a0+a1*x+a2*x^2+x^3; 

 m[1]=1; 

 m[2]=-1; 

 m[3]=0; 
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 gx=27*a0^2+4*a1^3-18*a0*a1*a2-a1^2*a2^2+4*a0*a2^3+9*a1^2*x^2- 

   6*a1*a2^2*x^2+a2^4*x^2+6*a1*x^4-2*a2^2*x^4+x^6; 

 X[1]=(12*a1^2-18*a0*a2-2*a1*a2^2+27*a0*v-9*a1*a2*v+2*a2^3*v+ 

   15*a1*v^2-5*a2^2*v^2+3*v^4)/(54*a0-18*a1*a2+4*a2^3); 

 X[2]=(12*a1^2-18*a0*a2-2*a1*a2^2-27*a0*v+9*a1*a2*v-2*a2^3*v+ 

   15*a1*v^2-5*a2^2*v^2+3*v^4)/(54*a0-18*a1*a2+4*a2^3); 

 X[3]=(12*a1^2+9*a0*a2-11*a1*a2^2+2*a2^4+15*a1*v^2-5*a2^2*v^2+ 

   3*v^4)/(-27*a0+9*a1*a2-2*a2^3); 

 G={{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1},{3,1,2},{3,2,1}}; 

 Gs={{1,2,3,4,5,6},{1,4,5},{1}}; 

 

上記の計算結果も含めて，以下に9つの計算例(計算不能の場合も含む)を示す。 

 

(例1) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の場合 

 v=x1-x2         (10.1) 

 g(x)=x6+2(3a1-a2
2)x4+(9a1

2-6a1a2
2+a2

4)x2+27a0
2+4a1

3-18a0a1a2-a1
2a2

2+4a0a2
3 (10.2) 

 x1={3v4+5(3a1-a2
2)v2+(27a0-9a1a2+2a2

3)v+2(6a1
2-9a0a2-a1a2

2)}/2D  (10.3) 

 x2={3v4+5(3a1-a2
2)v2-(27a0-9a1a2+2a2

3)v+2(6a1
2-9a0a2-a1a2

2)}/2D  (10.4) 

 x3={-3v4-5(3a1-a2
2)v2-12a1

2-9a0a2+11a1a2
2-2a2

4}/D    (10.5) 

 D=27a0-9a1a2+2a2
3       (10.6) 

 G={{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1},{3,1,2},{3,2,1}}   (10.7) 

 G0={1,2,3,4,5,6}， G1={1,4,5}，G2={1}    (10.8) 

 

(例2) f(x)=x4+a2x
2+a0の場合 

 v=x1+2x2-2x3        (10.9) 

 g(x)=x8+10a2x
6-(14a0-33a2

2)x4-10a2(7a0-4a2
2)x2+(25a0-4a2

2)2   (10.10) 

 x1= {7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3-(4750a0

2-3945a0a2
2+308a2

4)v}/D (10.11) 

 x2=-{7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3-(4750a0

2-3945a0a2
2+308a2

4)v}/D (10.12) 

 x3=-{7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3+(10250a0

2+195a0a2
2-92a2

4)v}/2D (10.13) 

 x4= {7a2v
7+10(25a0+3a2

2)v5+a2(1777a0-69a2
2)v3+(10250a0

2+195a0a2
2-92a2

4)v}/2D (10.14) 

 D=6(25a0-4a2
2)(100a0-9a2

2)      (10.15) 

 G={{1,2,3,4},{1,2,4,3},{2,1,3,4},{2,1,4,3},{3,4,1,2},{3,4,2,1}, 

   {4,3,1,2},{4,3,2,1}}       (10.16) 

 G0={1,2,3,4,5,6,7,8}，G1={1,2,3,4}，G2={1,2}，G3={1} (10.17) 

 

(例3) f(x)=x4+a2x
2+a1x+a0の場合 

 v=x1-x2+2x3        (10.18) 
 g(x)=x24+40a2x

22-4(20a0-171a2
2)x20+20(17a1

2-136a0a2+330a2
3)x18+2(3760a0

2+4636a1
2a2-19448a0a2

2 

   +19995a2
4)x16+20(1156a0a1

2+7968a0
2a2+5147a1

2a2
2-15088a0a2

3+8010a2
5)x14-2(553600a0

3-66911a1
4 

   +30016a0a1
2a2-861344a0

2a2
2-314656a1

2a2
3+711128a0a2

4-217590a2
6)x12-20(23120a0

2a1
2+659840a0

3a2 
   -87054a1

4a2+160392a0a1
2a2

2-514592a0
2a2

3-117767a1
2a2

4+216520a0a2
5-40470a2

7)x10+(49475840a0
4 

   +1423440a0a1
4+9624960a0

2a1
2a2-76089600a0

3a2
2+8760420a1

4a2
2-19828160a0a1

2a2
3+35380320a0

2a2
4 

   +5556632a1
2a2

5-8711056a0a2
6+1027665a2

8)x8+20(3381440a0
3a1

2+328077a1
6+12301312a0

4a2-742536a0a1
4a2 

   +4560752a0
2a1

2a2
2-10712064a0

3a2
3+1129090a1

4a2
3-2718812a0a1

2a2
4+3486592a0

2a2
5+407357a1

2a2
6-569152a0a2

7 

   +43700a2
9)x6-2(172244992a0

5-206131824a0
2a1

4+272813568a0
3a1

2a2-20518596a1
6a2-309948416a0

4a2
2 
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   +67415544a0a1
4a2

2-176732800a0
2a1

2a2
3+165791744a0

3a2
4-16669527a1

4a2
4+40474272a0a1

2a2
5-39351808a0

2a2
6 

   -3564856a1
2a2

7+4597568a0a2
8-237872a2

10)x4-20(-104730624a0
4a1

2-1000188a0a1
6+39124992a0

5a2 

   -47500992a0
2a1

4a2+84363264a0
3a1

2a2
2-3369681a1

6a2
2-36847616a0

4a2
3+11854944a0a1

4a2
3-24342528a0

2a1
2a2

4 

   +13443072a0
3a2

5-1303596a1
4a2

5+3128192a0a1
2a2

6-2377728a0
2a2

7-169712a1
2a2

8+207104a0a2
9-7488a2

11)x2 

   +(25600a0
3-9261a1

4+22176a0a1
2a2-15104a0

2a2
2-2344a1

2a2
3+2752a0a2

4-144a2
6)2  (10.19) 

(6.1)の計算(n!元連立1次方程式を解く)が重いため，これより後の計算はできなかった。 

 

(例4) f(x)=x4+2x3+3x2+4x+5の場合 

 v=x1-x2+2x3        (10.20) 

 g(x)=x24+24x23+336x22+3344x21+25740x20+159984x19+820856x18+3519504x17+12721926x16 

   +39075680x15+104485896x14+257189424x13+603068156x12+1264487184x11+1484791560x10 

   -3707413456x9-23515353279x8-53513746296x7-7075256024x6+299352120960x5 

   +770653544880x4+869309952000x3+1145273500800x2+1451723788800x 

   +1818528595200       (10.21) 
 x1=(-208353677612355954546433162v23-4700469602045680704907486053v22 

   -62743978205081535599780037425v21-597414837578128461452430220879v20 

   -4398641079449678165326681214688v19-26145596673787674379554463882109v18 

   -128043645421283572717320394479247v17-522884391088876462622539107412839v16 

   -1800854692663314698641992078879746v15-5297080327431065950428005125610863v14 

   -13863703895775340309824222856236831v13-34905331377756025440724893423199157v12 

   -84361546562095885356604777317104356v11-174259119004940368313420310312516375v10 

   -160357808657260211836473293844892817v9+700852019454854027355247003047909467v8 

   +2832521992294377321078352663850262192v7+3850487113957148789514185107746029800v6 

   -7601468081023869713051291841551352240v5-48665928754463279546704919618458282992v4 

   -47611440099613383846062249354627809920v3-29497809558305091774143086058536905600v2 

   -347848807313865406628952035803916824320v-344977446038238726659287243238508560640) 

   /301116866499846787840952406238385602560     (10.22) 
 x2=(-208353677612355954546433162v23-5067129534199705703549392745v22 

   -70810496712470085569901984649v21-695691640735763991382928333551v20 

   -5234864551567991768119570856768v19-31392456125941987107152792012473v18 

   -152905966814157702600330137167687v17-607831957458341826814573920624767v16 

   -1967468827511539542752350315901698v15-5142421485106444550477819036247787v14 

   -11028330649734739045612660050541799v13-21906879364136908571603265844308709v12 

   -46862651360934910597323801030968452v11-78163814216064425824612171051077467v10 

   +154485577574836214112087042501435335v9+1839512255065178882667267833419269443v8 

   +6176606605920053572410362239658787760v7+6365549973582078490057044489539889512v6 

   -24548819784172573880250751621909193520v5-96798920419628677195780007067848367216v4 

   -92602735718572166795529968365122514560v3+298838110245729036086488027851460252800v2 

   +33513555124905980032912458332196092160v-1135910483993622438918429576588629694720) 

   /903350599499540363522857218715156807680     (10.23) 
 x3=(208353677612355954546433162v23+4517139635968668205586532707v22 

   +58710718951387260614719063813v21+548276435999310696487181164543v20 

   +3980529343390521363930236393648v19+23522166947710518015755299816927v18 

   +115612484724846507775815523135027v17+480410607904143780526521700806875v16 

   +1717547625239202276586812960368770v15+5374409748593376650403098170292401v14 

   +15281390518795640941930004259084347v13+41404557384565583875285707212644381v12 

   +103110994162676372736245265460172308v11+222306771399378339557824379943235829v10 

   +317779501773308424810753462018056893v9-131521901649691599699236587862229479v8 

   -1160479685481539195412347875945999408v7-2592955684144683939242755416849099944v6 
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   -872207770550482370548438048627568400v5+24599432921880580722167375893763240880v4 

   +25115792290133992371328389849380457600v3+193665769460322155704458643013535484800v2 

   +990205288283021281721312892229551686400v-50489072939453129470283923436552006400) 

   /903350599499540363522857218715156807680     (10.24) 
 x4=(208353677612355954546433162v23+4883799568122693204228439399v22 

   +66777237458775810584841011037v21+646553239156946226417679277215v20 

   +4816752815508834966723126035728v19+28769026399864830743353627947291v18 

   +140474806117720637658825265823467v17+565358174273609144718556514018803v16 

   +1884161760087427120697171197390722v15+5219750906268755250452912080929325v14 

   +12446017272755039677718441453389315v13+28406105370946467006164079633753933v12 

   +65612098961515397976964289174036404v11+126211466610502397069016240681796921v10 

   +2936115541211998862193125671728741v9-1270182137260016455011257418233589455v8 

   -4504564299107215446744357451754524976v7-5108018543769613639785614798642959656v6 

   +16075143932598221796651021731730272880v5+72732424587045978371242463343153325104v4 

   +70107087909092775320796108859875162240v3-134670150343711972156172470896461673600v2 

   +6609192844556319377543585616667564800v+138210232016237007106953597436797922560) 

   /301116866499846787840952406238385602560     (10.25) 

 G={{1,2,3,4},{1,2,4,3},{1,3,2,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},{1,4,3,2}, 

   {2,1,3,4},{2,1,4,3},{2,3,1,4},{2,3,4,1},{2,4,1,3},{2,4,3,1}, 

   {3,1,2,4},{3,1,4,2},{3,2,1,4},{3,2,4,1},{3,4,1,2},{3,4,2,1}, 

   {4,1,2,3},{4,1,3,2},{4,2,1,3},{4,2,3,1},{4,3,1,2},{4,3,2,1}} (10.26) 

 G0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24} 

 G1={1,4,5,8,9,12,13,16,17,20,21,24} 

 G2={1,8,17,24}，G3={1,8}，G4={1}     (10.27) 

 

(例5) f(x)=x5+2x3+4x2-x+4の場合 

 v=x1-x2+2x3-2x4        (10.28) 

 g(x)=x20+100x18+1298x16-82900x14-324031x12+58499280x10-1752946672x8 

   +27826563840x6-165874705856x4+328635141120x2+112239429632  (10.29) 

x1,x2,x3,x4,x5は長い式になるため省略する。 

 G={{1,2,3,4,5},{1,3,2,5,4},{1,4,5,3,2},{1,5,4,2,3},{2,1,4,3,5}, 

   {2,3,5,4,1},{2,4,1,5,3},{2,5,3,1,4},{3,1,5,2,4},{3,2,4,5,1}, 

   {3,4,2,1,5},{3,5,1,4,2},{4,1,3,5,2},{4,2,5,1,3},{4,3,1,2,5}, 

   {4,5,2,3,1},{5,1,2,4,3},{5,2,1,3,4},{5,3,4,1,2},{5,4,3,2,1}} (10.30) 

 G0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20} 

 G1={1,2,5,7,9,12,14,16,19,20}，G2={1,7,9,16,19}，G3={1} (10.31) 

|G0/G1|=2，|G1/G2|=2，|G2/G3|=5はすべて素数であるから，f(x)は可解である。 

 

(例6) f(x)=x5+a3x
3+(a3

2/5)x+a0の場合 

 v=x1-x2+2x3-2x4        (10.32) 

 g(x)=x20+50a3x
18+1025a3

2x16+11250a3
3x14+72500a3

4x12+625(3125a0
2+454a3

5)x10 

   +625a3(43750a0
2+1081a3

5)x8+6250a3
2(21875a0

2+153a3
5)x6 

   +15625a3
3(18750a0

2+49a3
5)x4+78125a3

4(3125a0
2+4a3

5)x2+3125(3125a0
2+4a3

5)2 (10.33) 

(6.1)の計算(n!元連立1次方程式を解く)が重いため，これより後の計算はできなかった。f(x)は可

解であることがわかっているが，それを確認することはできなかった。 
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(例7) f(x)=x5+2x4+3x3+4x2+5x+6の場合 

 v=x1-x2+2x3-2x4        (10.34) 
 g(x)=x120+420x118+82866x116+10199840x114+875163471x112+55232462880x110+2626965601806x108 

   +94241569949100x106+2454636314062611x104+37880980352537560x102-328425910494720528x100 

   -57006637719320887080x98-3154847604920171825224x96-133696456889358231064560x94 

   -4576413527484539483173284x92-118350570675607278229265520x90-1612044959450149752998131179x88 

   +42213759494677875028385099100x86+3746004268227090255499260100786x84 

   +123685837343622132519496477306560x82+1584591265304015950418478171756969x80 

   -34599383449964061459344391855769720x78-1751759222244173101964146103927510286x76 

   -17260156048718480840353156518281830860x74+546088799265339179977098353845271343486x72 

   +18610786817926133877872453408903356460940x70+261014019175791551676059499901871540833506x68 

   +5229395181676456782203730698918753090929280x66 

   +116791575458330264100173712528316594741397721x64 

   -1790031340891099581276145244833056275629625640x62 

   -162916942653267076663168362831426721870961764718x60 

   -3305869134127681286557973232854645227820969920980x58 

   -7214378469486866409860246317127584989144229195995x56 

   +892416134219498091898071285200014387380027114879720x54 

   +19207108997085576049608590525509925145163955221123692x52 

   +149827588497925540873632892204733715663580287614529120x50 

   -693643435390570162649633317405684307595553454984536744x48 

   -47029235376462385026532166017149412578382908303929791560x46 

   -647119283760045163682196508551060339189927475237284633024x44 

   -1425210914860400711198136344709459726609648864011286373040x42 

   +79470092697141328970203619628692060511749124704281205089443x40 

   +762163377930258045336868770798704835849779267038313593144620x38 

   -8117646002890523200559247070428889510914176274980991831525522x36 

   -199514113242417023593067010972647553097476036885127872544294680x34 

   -1326778789347435537656438178154814675335463398857615091665054465x32 

   -7550572712650455548140812926381924431910229187979928166951380040x30 

   +443202954199490916618052115076366116917935272691180861153838931154x28 

   +7359891041597830714789359039792295523065249590845880020378100363540x26 

   +25405243241148399506382633258517993867050897768909772229826229587121x24 

   +33661661028026402444122369224964887071628372030423587028692067348360x22 

   +1090734999122458699620193594757425502950290430819258811672404012056048x20 

   +3376506862285724258835953628567969719895213537352221267771067062253440x18 

   -21000875523747163548238695270279722787146079479998568583293076683529984x16 

   -49676509720280507312348270675342052234240026038711490446304129577615360x14 

   +135499741498483774696205987825411442454974384950055978100155649450967040x12 

   +161369262632985697633276479090202520190481664567304254877249118226350080x10 

   +98356077450927450744136719968814324524566726518658065409357935103967232x8 

   -1555853199128822941506205075420779261574025148370312187670106160140124160x6 

   +1423799218936084461930191063078865007518762296478040243673086544786227200x4 

   +2037515726399893427095339046948841925323995328463330562484910833008640x2 

   +1848649792819529877238239584136719252230295418813286057423065317376  (10.35) 

x1,x2,x3,x4,x5は長い式になるため省略する。Gは5根の置換のすべて(計120個)からなる。組成列を 

G=G0⊃G1⊃G2とすると，G1は偶置換(計60個)，G2は単位群である。|G1/G2|=60は素数ではないか

ら，f(x)は可解ではない。 
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(例8) f(x)=x6+2x5+3x4+4x3+5x2+6x+7の場合 

(6.1)の計算以前に，(4.2)の計算 ── (x-v1)(x-v2)…(x-vn!)を展開し，各係数をan-1,…,a1,a0の多

項式で表す。── が重いため，何も計算できなかった。 

 

(例9) f(x)=x16+x15+x14+x13+x12+x11+x10+x9+x8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+1の場合 

これは1の原始17乗根を求める方程式である。本節のプログラムでは計算できないが，以下のよう

になることが知られている。 

 v=x1         (10.36) 

 g(x)=f(x)        (10.37) 

 x1=v，x2=v2，… ，x15=v15       (10.38) 

 x16=-(v15+v14+v13+v12+v11+v10+v9+v8+v7+v6+v5+v4+v3+v2+v+1)   (10.39) 

xiをx3 i(3iは17を法とする)に移す置換をとし，これまでと同じくx1,x2,…,x16を 1621
,,, jjj xxx  に移す

置換を{j1,j2,…,j16}で表すと，は以下のように表される。 

 ={3,6,9,12,15,1,4,7,10,13,16,2,5,8,11,14}    (10.40) 

このとき，ガロア群Gは以下の16個の置換となる。 

 G={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16} 

   ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}   (10.41) 

その組成列は次式となる。 

 G0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16} 

 G1={1,3,5,7,9,11,13,15}，G2={1,5,9,13}，G3={1,9}，G4={1} (10.42) 

|G0/G1|=2，|G1/G2|=2，|G2/G3|=2，|G3/G4|=2はすべて素数であるから，f(x)は可解である。 
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11. f(x)の分解体に属する元の表記と積･商の計算 
 

これより後は可解な代数方程式の解法について述べるので，ガロア群Gは可解であるとする。ガロ

ア群Gの組成列(9.1)に対応する体の拡大を次式とする。 

 F0⊂F1⊂…⊂Fs        (11.1) 

ここで，F0はf(x)の係数体，Fsはf(x)の分解体である。k番目の組成列Gk-1⊃Gkとこれに対応する体

の拡大Fk-1⊂Fkにおいて，|Gk-1/Gk|=pk(素数)，1の原始pk乗根を
kp とする。Fk-1の元と

kp との四則

演算で作られる1つの数をAkとし(詳しい計算方法は後述する)，そのpk乗根をk= kp
kA とすると， 

Fk-1にkを付加してできる体がFkとなる。kはk重のべき根で表されるから，そのまま表記すると長

い式になってしまう。このため，今後は文字kのままで表記する。同様に，
kp もpk≧3の場合は文

字
kp のままで表記する。このようにすると，Fkの元は1,2,…,kと

1p ,
2p ,…,

kp の多項式で

表される。ただし，kには次式が成り立つから，kの次数はpk-1以下となる。 

 kp

k -Ak=0        (11.2) 

また，
kp には次式が成り立つから，

kp の次数はpk-2以下となる。 

 1 k

k

p

p +…+
kp +1=0       (11.3) 

 

以上より，f(x)の分解体Fsに属する2つの元をP,Qとし，積PQを求める方法を示す。まず，積PQを

ふつうに1,2,…,sと
1p ,

2p ,…,
sp の多項式として求める。ここで，kの次数がpk以上となっ

た場合は，(11.2)による剰余を取り，kの次数をpk-1以下に低減させる。
kp の次数がpk-1以上と

なった場合は，(11.3)による剰余を取り，
kp の次数をpk-2以下に低減させる。ただし，kの次数

低減については，Akは1,2,…,k-1と 1p ,
2p ,…,

kp の多項式であるから，(11.2)による剰余を

取ることによって，1,2,…,k-1と 1p ,
2p ,…,

kp の次数が変わってしまう。よって，1,2,…, 

k-1と 1p ,
2p ,…,

kp の次数低減は，kの次数低減より後に行うようにしなければならない。した

がって，次数低減はs,
sp ,…,2, 2p ,1, 1p の順序で行うことにする。 

 

(例1) s=2，p1=2，p2=3，1
2+6=0，2

3-3(1+1+23)=0の場合 

P=32+212
2-323-32

23+12
23，Q=3-2-12+23-123-2

23とし，積PQを求める。まず，積

をふつうに1,2および3の多項式として求める。 

 PQ=92-32
2+312

2-212
3-21

22
3-923-32

23+312
23+412

33-31
22

33
 

   -212
43-32

23
2+312

23
2+412

33
2-1

22
33

2+32
43

2-12
43

2  (11.4) 

2
3-3(1+1+23)による剰余を取り，2の次数を2以下に低減させる。 

 PQ=-61-121
2-61

3+92-32
2+312

2-91
23-91

33-923-6123-61
223 

   -32
23+312

23+3613
2-91

23
2-31

33
2+923

2-6123
2-31

223
2-32

23
2 

   +312
23

2+2413
3-61

23
3+1823

3-6123
3    (11.5) 

3
2+3+1による剰余を取り，3の次数を1以下に低減させる。 

 PQ=-181-91
2-31

3+182+31
22-3613-61

33-1823-31
223  (11.6) 

1
2+6による剰余を取り，1の次数を1以下に低減させると，PQ=54となる。 

(追記) 実はこの体はf(x)=x3+3x+2の分解体で，P=-9x，Q=3(x2+3)である。よって，PQ=54となる。 
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つぎに，f(x)の分解体Fsに属する2つの元をP,Qとし，商P/Qを求める方法を示す。ただし，商は1, 

2,…,sと
1p ,

2p ,…,
sp からなる分数式を多項式に書き換えて表すものとする。まず 

 P/Q=c0+c1s+…+ 1

1



 
s

s

p

spc  (c0,c1,…, 1spc は未知の係数)   (11.7) 

として，Q(c0+c1s+…+ 1

1



 
s

s

p

spc )-P=0の左辺を展開し， sp

s -Asによる剰余を取り，sの次数をps-1

以下に低減させる。そして，左辺の各係数が0となるようにc0,c1,…, 1spc を決める。これを(11.7)

に代入すれば，P/Qはsの分数式からsの多項式に書き換えられる。つぎに，これを通分し，改め

てその分子をP，分母をQとする。 

 P/Q=c0+ spc 1 +…+ 2

2



 
s

ss

p

ppc  (c0,c1,…, 2spc は未知の係数)   (11.8) 

として，Q(c0+ spc 1 +…+ 2

2



 
s

ss

p

ppc )-P=0の左辺を展開し， 1
 s

s

p

p +…+
sp +1による剰余を取り，

sp

の次数をps-2以下に低減させる。そして，左辺の各係数が0となるようにc0,c1,…, 2spc を決める。

これを(11.8)に代入すれば，P/Qは
sp の分数式から

sp の多項式に書き換えられる。同様にして， 

s-1, 1


sp ,…,2, 2p ,1, 1p について分数式から多項式への書き換えを行う。 

 

(例2) s=2，p1=2，p2=3，1
2+6=0，2

3-3(1+1+23)=0の場合 

P=54，Q=3-2-12+23-123-2
23とし，商P/Qを求める。まず，P/Q=c0+c12+c22

2として，c0,c1, 

c2を求める。Q(c0+c1+c22
2)-P=0の左辺を展開し，2

3-3(1+1+23)による剰余を取り，2の次数を 

2以下に低減させれば次式となる。 

 -54+3c0-3(1+1+23)3c1-3(1+1+23)(1+1-3+13)c2 
   +{-(1+1-3+13)c0+3c1-3(1+1+23)3c2}2 

   +{-c03-(1+1-3+13)c1+3c2}2
2=0     (11.9) 

これより，c0,c1,c2は次式となる。 

 c0=54(-3+3+213+1
23+3

2+213
2+1

23
2-23

3+213
3)/D   (11.10) 

 c1=54(-1-1+3-13-3
2-13

2-23
3)/D     (11.11) 

 c2=18(-1-21-1
2-3-21

23-3
2+213

2-1
23

2)/D    (11.12) 

 D=-8+41+61
2+41

3+1
4+83+1813+151

23+81
33+31

43+63
2+1213

2+91
23

2 

   +61
33

2+31
43

2-103
3+2013

3-31
23

3+41
33

3+1
43

3+103
4+1813

4-61
23

4 

   +21
33

4+123
5        (11.13) 

これをP/Q=c0+c1+c22
2に代入して通分すれば次式となる。 

 P/Q={54(-3+3+213+1
23+3

2+213
2+1

23
2-23

3+213
3) 

   +54(-1-1+3-13-3
2-13

2-23
3)2 

   +18(-1-21-1
2-3-21

23-3
2+213

2-1
23

2)2
2}/D    (11.14) 

右辺の分子を改めてP，分母を改めてQとする。つぎに，P/Q=c0+c13として，c0,c1を求める。 

Q(c0+c13)-P=0の左辺を展開し，3
2+3+1による剰余を取り，3の次数を1以下に低減させれば次式

となる。 

 18(18+31
2+62+412

2)-(36-121+61
2-21

3+1
4)c0-4(6+1

2)1c1 
   +{-18(6-212-1

22)2+4(6+1
2)1c0-(36+121+61

2+21
3+1

4)c1}3=0 (11.15) 

これより，c0,c1は次式となる。 

 c0=54(216+721+721
2+241

3+121
4+21

5+1
6+722+7212+121

22+121
32 

   +21
42+4812

2)/D       (11.16) 

 c1=18(4321+1441
3+121

5-2162+21612-361
22+361

32-61
42+7212

2 

   +1081
22

2+181
42

2+1
62

2)/D      (11.17) 

 D=1296+8641
2+2521

4+241
6+1

8      (11.18) 
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これをP/Q=c0+c13に代入して通分すれば次式となる。 

 P/Q={54(216+721+721
2+241

3+121
4+21

5+1
6+722+7212+121

22+121
32 

   +21
42+4812

2)+18(4321+1441
3+121

5-2162+21612-361
22+361

32 

   -61
42+7212

2+1081
22

2+181
42

2+1
62

2)3}/D    (11.19) 

右辺の分子を改めてP，分母を改めてQとする。つぎに，P/Q=c0+c11として，c0,c1を求める。 

Q(c0+c1)-P=0の左辺を展開し，1
2+6による剰余を取り，1の次数を1以下に低減させれば次式と

なる。 

 -38882(1-3-23)+1296c0+1296{-2
2(2+3)+c1}1=0    (11.20) 

これより，c0,c1は次式となる。 

 c0=32(1-3-23)，c1=2
2(2+3)      (11.21) 

これをP/Q=c0+c1に代入すれば次式となる。 

 P/Q=32+212
2-323-32

23+12
23     (11.22) 

 

数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

alpha[1],alpha[2],…,alpha[s]の多項式の次数を低減する。 

 (*  Reduction of alpha[1],alpha[2],...,alpha[s]  *) 

 ReductionOfAlpha[f_]:=Module[{i,temp}, 

   temp=f; 

   For[i=Length[ListOfAlpha],i>=1,i--, 

     alp=Part[ListOfAlpha,i,1]; 

     fa=Part[ListOfAlpha,i,2]; 

     temp=PolynomialRemainder[temp,fa,alp] 

   ]; 

   Return[Expand[Simplify[temp]]] 

 ]; 

ここで，ListOfAlphaには体の拡大で付加された
1p ,1, 2p ,2,…,

sp ,sとその条件式(11.3), 

(11.2)を前もって代入しておく。 

 ListOfAlpha={{
1p , 11

1

 p

p +…+
1p +1},{1,

1

1

p -A1}, 

   {
2p , 12

2

 p

p +…+
2p +1},{2,

2

2

p -A2},…,{
sp , 1
 s

s

p

p +…+
sp +1},{s, sp

s -As}}; 

 

≪サブプログラム(2)≫ 

分数式を多項式に書き換える。 

 (*  Transform Fraction into Polynomial  *) 

 FracToPoly[f_]:=Module[{i,j,temp}, 

   temp=f; 

   For[i=Length[ListOfAlpha],i>=1,i--, 

     alp=Part[ListOfAlpha,i,1]; 

     fa=Part[ListOfAlpha,i,2]; 

     k=Exponent[fa,alp]; 

     ga=Sum[c[j]*alp^j,{j,0,k-1}]; 

     temp=PolynomialRemainder[Numerator[Together[Expand[temp-ga]]],fa,alp]; 

     sol=Solve[Table[Coefficient[temp,alp,j]==0,{j,0,k-1}], 
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       Table[c[j],{j,0,k-1}]]; 

     temp=ga/.Part[sol,1] 

   ]; 

   Return[Expand[Simplify[temp]]] 

 ]; 

ここで 

 Numerator[f]：分数式fの分子を取り出す。 

 Together[f]：分数式fを通分する。 

 sol=Solve[eqns,vars]：方程式(または連立方程式)eqnsを解き，未知数varsを求める。 

   その解vars(一般には複数通りの解がある)を配列solに入れる。 

 ga/.Part[sol,1]：gaにsol(先の方程式の解)の第1解を代入する。 

 

≪メインプログラム≫ 

 ListOfAlpha={{alpha[1],alpha[1]^2+6},{z[3],z[3]^2+z[3]+1}, 

   {alpha[2],alpha[2]^3-3*(1+alpha[1]+2*z[3])}}; 

 p=3*alpha[2]+2*alpha[1]*alpha[2]^2-3*alpha[2]*z[3]-3*alpha[2]^2*z[3]+ 

   alpha[1]*alpha[2]^2*z[3]; 

 q=3-alpha[2]-alpha[1]*alpha[2]+alpha[2]*z[3]-alpha[1]*alpha[2]*z[3]- 

   alpha[2]^2*z[3]; 

 Print["p=",p]; 

 Print["q=",q]; 

 Print["p*q=",ReductionOfAlpha[p*q]]; 

 p=54; 

 Print["p=",p]; 

 Print["q=",q]; 

 Print["p/q=", FracToPoly[p/q]]; 

 

≪計算結果≫ 

 p=3alpha[2]+2alpha[1]alpha[2]2-3alpha[2]z[3]-3alpha[2]2z[3]+ 

   alpha[1]alpha[2]2z[3] 

 q=3-alpha[2]-alpha[1]alpha[2]+alpha[2]z[3]-alpha[1]alpha[2]z[3]-alpha[2]2z[3] 

 p*q=54 

 p=54 

 q=3-alpha[2]-alpha[1]alpha[2]+alpha[2]z[3]-alpha[1]alpha[2]z[3]-alpha[2]2z[3] 

 p/q=3alpha[2]+2alpha[1]alpha[2]2-3alpha[2]z[3]-3alpha[2]2z[3]+ 

   alpha[1]alpha[2]2z[3] 
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12. 体の拡大とg(x)の次数低減 
 

先に求めたg(x)は体F0におけるvの最小多項式である。これに続いて，体F1,F2,…,Fsにおけるvの最

小多項式g1(x),g2(x),…,gs(x)を求める。体Fkにおけるvの最小多項式gk(x)(k=1,2,…,s)は，x-vをGk

のすべての元で置換したものの積として次式で与える。 

 gk(x)=



ki G

i vx )( = 



ki G

ivx )(       (12.1) 

このとき，viはvの多項式で表されるから，gk(x)の係数はvの多項式であって，gk(x)は体Fk上の多項

式にはなっていない。これを以下のようにして，体Fk上の多項式に書き換える。まず，k=0の場合

は，g(x)は既に体F0上の多項式になっている。つぎに，k≧1の場合は，gk-1(x)が体Fk-1上の多項式で

あるとして，以下のようにして，gk(x)を体Fk上の多項式に書き換える。まず，Gk-1に属していてGk

に属していない任意の1つの置換をとし，gk(x)を0,1,…, 1 kp で置換したものをh0(x),h1(x),…, 

)(1 xh
kp  とする。つぎに，i(x)(i=0,1,…,pk-1)を次式で定める。 

 i(x)=(1/pk){h0(x)+ )(1 xhi

pk
 +…+ )(1

)1( xh
k

k

k p

pi

p 

 } (i=0,1,…,pk-1)  (12.2) 

ここで，体Fk-1に kp を付加した体を 1
ˆ
kF とし，体 1

ˆ
kF 上のxの多項式からなる集合を ][xFk 1

ˆ
 とする

と，以下の(1)～(6)が成り立つ。 

(1)置換によって，h0(x)はh1(x)に，h1(x)はh2(x)に，そして )(1 xh
kp  はh0(x)に移る。 

(2)置換によって，i(x)(i=0,1,…,pk-1)は )(xi

i

pk
 になる。 

(3)置換によって， kp

i x }{ )( (i=1,2,…,pk-1)は変わらないから， kp

i x }{ )( ∈ ][xFk 1
ˆ
 である。 

(4)置換によって， )()(1 xx i

ipk 
}{ (i=2,3,…,pk-1)は変わらないから， )()(1 xx i

ipk 
}{ ∈ ][xFk 1

ˆ
  

 である。 

ここで，i(x)=aiqi(x)(qi(x)の最高次係数は1)， kp

i x }{ )( =AiQi(x)(Qi(x)の最高次係数は1)とすると 

(5)上記(3)より kp

ia =Ai∈ 1
ˆ
kF ， kp

i xq }{ )( =Qi(x)∈ ][xFk 1
ˆ
 である。さらに，qi(x)∈ ][xFk 1

ˆ
 である。 

(6)上記(4)より i

ip
aa k 

1 ∈ 1
ˆ
kF (i=2,3,…,pk-1)である。これより，ai= kp

iA はa1= kp A1 と 1
ˆ
kF の元 

 bi=( i

ip
aa k 

1 )/A1を使って，ai=a1
i
biと表される。 

ここで，上記(5)において，qi(x)∈ ][xFk 1
ˆ
 であることを証明する。qi(x)の次数をmとして 

 qi(x)=x
m+qm-1x

m-1+…+q1x+q0      (12.3) 

 Qi(x)= kmpx + 1

1




k

k

mp

mp xQ +…+Q1x+Q0     (12.4) 

とする。数学的帰納法により， jmpk
Q  ∈ 1

ˆ
kF (j=1,2,…,mpk)ならばqm-j∈ 1

ˆ
kF (j=1,2,…,m)である

ことを示す。まず， kp

i xq }{ )( =Qi(x)の 1kmpx の係数は次式となる。 

 pkqm-1= 1kmpQ         (12.5) 

これより，qm-1∈ 1
ˆ
kF となるから，j=1のときは成り立つ。つぎに，j≦kのときに成り立つと仮定し， 

kp

i xq }{ )( の )1(  kmpkx の係数を調べる。 

 kp

i xq }{ )( ={(x
m+qm-1x

m-1+…+qm-kx
m-k)+(qm-(k+1)x

m-(k+1)+…+q1x+q0
kp)}  

   =


k

k

p

l

lp C
0

(x
m+qm-1x

m-1+…+qm-kx
m-k lpk ) (qm-(k+1)x

m-(k+1)+…+q1x+q0)
l 

   =(x
m+qm-1x

m-1+…+qm-kx
m-k kp) +pk(x

m+qm-1x
m-1+…+qm-kx

m-k 1kp) (qm-(k+1)x
m-(k+1)+…+q1x+q0) 
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     +


k

k

p

l

lp C
2

(x
m+qm-1x

m-1+…+qm-kx
m-k lpk ) (qm-(k+1)x

m-(k+1)+…+q1x+q0)
l  (12.6) 

上式の第4辺第1項は仮定より ][xFk 1
ˆ
 の元であるから，その )1(  kmpkx の係数は 1

ˆ
kF の元である。第2

項の )1(  kmpkx の係数はpkqm-(k+1)である。第3項の次数はmpk-(k+1)より小さいから，その )1(  kmpkx の

係数は0である。これより， kp

i xq }{ )( =Qi(x)の )1(  kmpkx の係数は次式となる。 

 ( 1
ˆ
kF の元)+pkqm-(k+1)= )1(  kmpk

Q       (12.7) 

これより，qm-(k+1)∈ 1
ˆ
kF となるから，j=k+1のときも成り立つ。   (証明終わり) 

以上の(1)～(6)を用いることによって，i(x)(i=0,1,…,pk-1)を体Fk上の多項式として求める。その

ために，まず(12.2)より0(x)と kp

i x }{ )( (i=1,2,…,pk-1)を求める。このとき，0(x)と kp

i x }{ )( の

各係数はまだvの多項式であるが，上記(2),(3)によると，これらは体 1
ˆ
kF の元である。よって，こ

れらの各係数についてgk-1(v)による剰余を取ると，vの次数は0となり，定数項(v0の項)は体 1
ˆ
kF の

元になる。このようにして，0(x)と kp

i x }{ )( が体 1
ˆ
kF 上の多項式 ── その係数は1,2,…,k-1と 

1p ,
2p ,…,

kp の多項式で表される。── として求められる。つぎに， kp

i x }{ )( のpk乗根として， 

i(x)=aiqi(x)(i=1,2,…,pk-1)を求める。まずqi(x)を求める。 kp

i xq }{ )( =Qi(x)の左辺に(12.3)を，右

辺に(12.4)を代入して，両辺の jmpkx  (j=1,2,…,m)の係数を等置すれば，qi(x)の係数qm-j(j=1,2,…, 

m)が求まる。つぎにaiを求める前に，体 1
ˆ
kF を体Fkに拡大するために付加するべき根をk= kp A1 と

決める。これより，a1は次式となる。 

 a1=k         (12.8) 

 kp

k -A1=0        (12.9) 

ai(i≧2)は上記(6)より次式となる。 

 ai=k
i
bi         (12.10) 

 bi=( i

ip
aa k 

1 )/A1        (12.11) 

最後に，gk(x)=h0(x)は次式で与えられる。 

 gk(x)=0(x)+1(x)+…+ )(1 x
kp        (12.12) 

 

(例4) f(x)=x4+2x3+3x2+4x+5の場合 

第10節の例4の計算結果を使う。(10.20)の右辺に(10.26)の置換を作用させたものをv1,v2,…,v24と

する。これに(10.22)-(10.25)を代入することにより，v1,v2,…,v24をvの多項式として表す。そして， 

(10.27)の部分群G1,G2,G3,G4に対応して，拡大体F1,F2,F3,F4と最小多項式g1(x),g2(x),g3(x),g4(x)

を求める。 

 

≪第1段階≫ 

体F1と最小多項式g1(x)を求める。この場合はp1=|G0/G1|=2である。=2とすれば，h0(x),h1(x)は次

式となる。 

 h0(x)=(x-v1)(x-v4)(x-v5)(x-v8)(x-v9)(x-v12)(x-v13)(x-v16)(x-v17)(x-v20) 

   ×(x-v21)(x-v24)       (12.13) 

 h1(x)=(x-v2)(x-v3)(x-v6)(x-v7)(x-v10)(x-v11)(x-v14)(x-v15)(x-v18)(x-v19) 

   ×(x-v22)(x-v23)       (12.14) 

(12.2)より，0(x),{1(x)}2は次式となる。 

 0(x)=(1/2){h0(x)+h1(x)}       (12.15) 
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 {1(x)}2=[(1/2){h0(x)-h1(x)}]2      (12.16) 

これらの係数はvの多項式である。ここで，g(v)による剰余を取ると，vの次数は0となり，定数項 

(v0の項)だけになる。これより，0(x),{1(x)}2は次式となる。 

 0(x)=x12+12x11+96x10+520x9+2022x8+5808x7+11420x6+13704x5+35793x4+110564x3 

   +396300x2+575760x+1352400      (12.17) 

 {1(x)}2=A1Q1(x)        (12.18) 

 A1=38880000        (12.19) 

 Q1(x)=x12+12x11+84x10+400x9+(6306/5)x8+(13008/5)x7+(12132/5)x6-3432x5 

   -(250431/25)x4-(73224/25)x3+(165984/25)x2+(67896/25)x+6724/25 (12.20) 

つぎに，{1(x)}2の平方根として，1(x)を求める。1(x)=a1q1(x)とすると，q1(x)は次式となる。 

 q1(x)=x6+6x5+24x4+56x3+(33/5)x2-(414/5)x-82/5    (12.21) 

a1は(12.8),(12.9)より次式となる。 

 a1=1         (12.22) 

 1
2-38880000=0        (12.23) 

最小多項式g1(x)は(12.12)より次式となる。 

 g1(x)=x12+12x11+96x10+520x9+2022x8+5808x7+(11420+1)x6+(13704+61)x5 

   +(35793+241)x4+(110564+561)x3+{396300+(33/5)1}x2 

   +{575760-(414/5)1}x+{1352400-(82/5)1}    (12.24) 

 

≪第2段階≫ 

体F2と最小多項式g2(x)を求める。この場合はp2=|G1/G2|=3である。=4，2=5とすれば，h0(x), 

h1(x),h2(x)は次式となる。 

 h0(x)=(x-v1)(x-v8)(x-v17)(x-v24)      (12.25) 

 h1(x)=(x-v4)(x-v12)(x-v13)(x-v21)      (12.26) 

 h2(x)=(x-v5)(x-v9)(x-v16)(x-v20)      (12.27) 

(12.2)より，0(x),{1(x)}3,{2(x)}3は次式となる。 

 0(x)=(1/3){h0(x)+h1(x)+h2(x)}      (12.28) 

 {1(x)}3=[(1/3){h0(x)+3h1(x)+3
2h2(x)}]3     (12.29) 

 {2(x)}3=[(1/3){h0(x)+3
2h1(x)+3h2(x)}]3     (12.30) 

ここで 

 3
2+3+1=0        (12.31) 

これらの係数はvの多項式である。ここで，g1(v)による剰余を取ると，vの次数は0となり，定数項 

(v0の項)は1,3の多項式になる。さらに，(12.31),(12.23)による剰余を取ることにより，3の次

数を1以下に，1の次数を1以下に低減させる。これより，0(x),{1(x)}3,{2(x)}3は次式となる。 

 0(x)=x4+4x3+16x2+24x+230       (12.32) 

 {1(x)}3=A1Q1(x)        (12.33) 

 A1=2120+(19/135)1+14403-(14/27)13     (12.34) 

 Q1(x)=x6+6x5+{831/26+(19/15600)1-(54/13)3+(1/312)13}x4 

   +{1142/13+(19/3900)1-(216/13)3+(1/78)13}x3 

   +{62871/676+(81/2704)1-(18522/169)3+(2061/33800)13}x2 
   +{8895/338+(5087/101400)1-(31428/169)3+(4883/50700)13}x 
   -9640855/17576+(1189063/10545600)1-(1411803/4394)3 
   +(752281/5272800)13       (12.35) 
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 {2(x)}3=A2Q2(x)        (12.36) 

 A2=680+(89/135)1-14403+(14/27)13     (12.37) 

 Q2(x)=x6+6x5+{939/26-(31/15600)1+(54/13)3-(1/312)13}x4 

   +{1358/13-(31/3900)1+(216/13)3-(1/78)13}x3 

   +{136959/676-(2097/67600)1+(18522/169)3-(2061/33800)13}x2 
   +{71751/338-(4679/101400)1+(31428/169)3-(4883/50700)13}x 
   -3993643/17576-(315499/10545600)1+(1411803/4394)3 
   -(752281/5272800)13       (12.38) 

ただし，Q1(x),Q2(x)を求めるには商{1(x)}3/A1,{2(x)}3/A2の計算が必要であり，これには第11節

で述べた方法を用いる。つぎに，{1(x)}3,{2(x)}3の3乗根として，1(x),2(x)を求める。 

1(x)=a1q1(x),2(x)=a2q2(x)とすると，q1(x),q2(x)は次式となる。 

 q1(x)=x2+2x+173/26+(19/46800)1-(18/13)3+(1/936)13   (12.39) 

 q2(x)=x2+2x+209/26-(31/46800)1+(18/13)3-(1/936)13   (12.40) 

a1は(12.8),(12.9)より次式となる。 

 a1=2         (12.41) 

 2
3-{2120+(19/135)1+14403-(14/27)13}=0    (12.42) 

a2は(12.10),(12.11)より次式となる。 

 a2=2
2b2，        (12.43) 

 b2=17/1690+(89/9126000)1-(18/845)3+(7/912600)13   (12.44) 

ただし，b2=(a1a2)/A1は以下のようにして計算する。まず，a1a2をvの多項式として求め，g1(v)によ

る剰余を取り，(12.31),(12.23)による剰余を取ると，a1a2=260となる。つぎに，第11節で述べた方

法により，商(a1a2)/A1を計算する。これより，2(x)は次式となる。 

 2(x)=2
2[{17/1690+(89/9126000)1-(18/845)3+(7/912600)13}x2 

   +{17/845+(89/4563000)1-(36/845)3+(7/456300)13}x 

   +601/3380+(7/182520)1-(348/845)3+(103/2281500)13]   (12.45) 

最小多項式g2(x)は(12.12)より次式となる。 

 g2(x)=x4+4x3+{16+2+(17/1690)2
2+(89/9126000)12

2-(18/845)2
23+(7/912600)12

23}x2 

   +{24+22+(17/845)2
2+(89/4563000)12

2-(36/845)2
23+(7/456300)12

23}x 

   +230+(173/26)2+(19/46800)12+(601/3380)2
2+(7/182520)12

2 

   -(18/13)23+(601/3380)123-(348/845)2
23+(103/2281500)12

23 (12.46) 

 

≪第3段階≫ 

体F3と最小多項式g3(x)を求める。この場合はp3=|G2/G3|=2である。=17とすれば，h0(x),h1(x)は

次式となる。 

 h0(x)=(x-v1)(x-v8)       (12.47) 

 h1(x)=(x-v17)(x-v24)       (12.48) 

(12.2)より，0(x),{1(x)}2は次式となる。 

 0(x)=(1/2){h0(x)+h1(x)}       (12.49) 

 {1(x)}2=[(1/2){h0(x)-h1(x)}]2      (12.50) 

これらの係数はvの多項式である。ここで，g2(v)による剰余を取ると，vの次数は0となり，定数項 

(v0の項)は1,2,3の多項式になる。さらに，(12.42),(12.31),(12.23)による剰余を取ることによ

り，2の次数を2以下に，3の次数を1以下に，1の次数を1以下に低減させる。これより，0(x), 

{1(x)}2は次式となる。 
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 0(x)=x2+2x+4+(11/26)2+(47/3380)2
2+(29/6084000)12

2-(4/13)23 

     -(1/169)2
23+(19/3042000)12

23     (12.51) 

 {1(x)}2=A1Q1(x)        (12.52) 

 A1=-4-(2/13)2+(3/169)2
2-(1/4563000)12

2-(8/13)23+(8/845)2
23

 

   +(11/2281500)12
23       (12.53) 

 Q1(x)=x2+2x+1        (12.54) 

つぎに，{1(x)}2の平方根として，1(x)を求める。1(x)=a1q1(x)とすると，q1(x)は次式となる。 

 q1(x)=x+1        (12.55) 

a1は(12.8),(12.9)より次式となる。 

 a1=3         (12.56) 

 3
2-{-4-(2/13)2+(3/169)2

2-(1/4563000)12
2-(8/13)23+(8/845)2

23
 

   +(11/2281500)12
23}=0      (12.57) 

最小多項式g3(x)は(12.12)より次式となる。 

 g3(x)=x2+(2+3)x+4+(11/26)2+(47/3380)2
2+(29/6084000)12

2+3 

   -(4/13)23-(1/169)2
23+(19/3042000)12

23    (12.58) 

 

≪第4段階≫ 

体F4と最小多項式g4(x)を求める。この場合はp4=|G3/G4|=2である。=8とすれば，h0(x),h1(x)は次

式となる。 

 h0(x)=x-v1        (12.59) 

 h1(x)=x-v8        (12.60) 

(12.2)より，0(x),{1(x)}2は次式となる。 

 0(x)=(1/2){h0(x)+h1(x)}       (12.61) 

 {1(x)}2=[(1/2){h0(x)-h1(x)}]2      (12.62) 

これらの係数はvの多項式である。ここで，g3(v)による剰余を取ると，vの次数は0となり，定数項 

(v0の項)は1,2,3,3の多項式になる。さらに，(12.57),(12.42),(12.31),(12.23)による剰余を

取ることにより，3の次数を1以下に，2の次数を2以下に，3の次数を1以下に，1の次数を1以下

に低減させる。これより，0(x),{1(x)}2は次式となる。 

 0(x)=x+1+(1/2)3       (12.63) 

 {1(x)}2=A1Q1(x)        (12.64) 

 A1=-4-(6/13)2-(8/845)2
2-(11/2281500)12

2+(2/13)23+(7/845)2
23

 

   -(23/4563000)12
23       (12.65) 

 Q1(x)=1         (12.66) 

つぎに，{1(x)}2の平方根として，1(x)を求める。1(x)=a1q1(x)とすると，q1(x)は次式となる。 

 q1(x)=1         (12.67) 

a1は(12.8),(12.9)より次式となる。 

 a1=4         (12.68) 

 4
2-{-4-(6/13)2-(8/845)2

2-(11/2281500)12
2+(2/13)23+(7/845)2

23
 

   -(23/4563000)12
23}=0      (12.69) 

最小多項式g4(x)は(12.12)より次式となる。 

 g4(x)=x+1+(1/2)3+4       (12.70) 
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数式処理ソフトによる計算 

≪サブプログラム≫ 

多項式fのp乗根を求める。 

 (*  Calculation of p-th Root  *) 

 PthRoot[f_]:=Module[{i,m,temp}, 

   m=Exponent[f,x]/p; 

   If[!IntegerQ[m],Print["Error in PthRoot"];Abort[]]; 

   fi=x^m+Sum[c[i]*x^i,{i,0,m-1}]; 

   temp=Expand[f-fi^p]; 

   sol=Solve[Table[Coefficient[temp,x,i]==0,{i,m*p-m,m*p-1}], 

     Table[c[i],{i,0,m-1}]]; 

   If[Exponent[ReductionOfAlpha[temp/.Part[sol,1]],x]>=0, 

     Print["Error in PthRoot"];Abort[]]; 

   Return[ReductionOfAlpha[fi/.Part[sol,1]]] 

 ]; 

ここで 

 IntegerQ[x]：xが整数ならば真，そうでなければ偽とする。 

 fi=x^m+Sum[…]：多項式fのp乗根をfi=x^m+…+c[1]*x+c[0]とする。 

 If[Exponent[…]]：f-fi^p=0であることを確認し，そうでなければエラーとする。 

 

≪メインプログラム≫ 

本節の例4の第2段階の計算を行う。準備として，ファイルexample4.txtを用意し，これに第10節の

例4の計算結果(10.20)-(10.27)を書き込んでおく。このために，第10節のプログラムを実行し， 

f(x)=に対してx^4+2*x^3+3*x^2+4*x+5を，Output file name : に対してexample4.txtを入力する。

これでファイルexample4.txtが作られる。さらに，第1段階の計算結果として，gxに(12.24)の 

g1(x)を，ListOfAlphaに1とその条件式(12.23)を代入しておく。 

 SetDirectory["C:\Users\Myname\Documents\Mathematica"]; 

 Get["example4.txt"]; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 nn=Length[G]; 

 For[i=1,i<=nn,i++, 

   V[i]=Simplify[Sum[m[j]*X[Part[G,i,j]],{j,1,n}]] 

 ]; 

 gx=x^12+12*x^11+96*x^10+520*x^9+2022*x^8+5808*x^7+(11420+alpha[1])*x^6+ 

   (13704+6*alpha[1])*x^5+(35793+24*alpha[1])*x^4+(110564+56*alpha[1])*x^3+ 

   (396300+(33/5)*alpha[1])*x^2+(575760-(414/5)*alpha[1])*x+ 

   1352400-(82/5)*alpha[1]; 

 ProductOfG[]; 

 z[2]=-1; 

 ListOfAlpha={{alpha[1],alpha[1]^2-38880000}}; 

 step=2; 

 G=Part[Gs,step]; 

 H=Part[Gs,step+1]; 

 p=Length[G]/Length[H]; 
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 For[i=1,MemberQ[H,s=Part[G,i]],i++,]; 

 For[i=0,i<=p-1,i++, 

   h[i]=1; 

   For[j=1,j<=Length[H],j++, 

     h[i]=Expand[h[i]*(x-V[Part[H,j]])] 

   ]; 

   H=Table[Part[pro,s,Part[H,j]],{j,1,Length[H]}] 

 ]; 

 If[p!=2,AppendTo[ListOfAlpha,{z[p],Sum[z[p]^i,{i,0,p-1}]}]]; 

 For[i=0,i<=p-1,i++, 

   theta[i]=ReductionOfAlpha[ 

     PolynomialRemainder[Sum[z[p]^(i*j)*h[j],{j,0,p-1}],gx/.x->v,v]/p]; 

   If[i==0,Continue[]]; 

   temp=ReductionOfAlpha[PolynomialRemainder[Expand[theta[i]^p],gx/.x->v,v]]; 

   Ai=Coefficient[temp,x,Exponent[temp,x]]; 

   Qi=FracToPoly[temp/Ai]; 

   ai=Coefficient[theta[i],x,Exponent[theta[i],x]]; 

   qi=PthRoot[Qi]; 

   If[i==1, 

     theta[i]=alpha[step]*qi; 

     A1=Ai; 

     al=ai; 

     AppendTo[ListOfAlpha,{alpha[step],alpha[step]^p-A1}] 

   ]; 

   If[i>=2, 

     bi=FracToPoly[PolynomialRemainder[Expand[al^(p-i)*ai],gx/.x->v,v]/A1]; 

     theta[i]=alpha[step]^i*ReductionOfAlpha[bi*qi] 

   ] 

 ]; 

 For[i=0,i<=p-1,i++, 

   Print["theta",i,"(x)=",theta[i]] 

 ]; 

 gx=ReductionOfAlpha[Expand[Sum[theta[i],{i,0,p-1}]]]; 

 Print["g",step,"(x)=",gx]; 

 Print["List of alpha : "]; 

 For[i=1,i<=Length[ListOfAlpha],i++, 

   Print[Part[ListOfAlpha,i]] 

 ]; 

ここで 

 Get[file]：ファイルfileに書かれたプログラムを実行する。 

 gx=x^12+…-(82/5)*alpha[1]：gxに(12.24)のg1(x)を代入する。 

 ListOfAlpha={…}：ListOfAlphaに1とその条件式(12.23)を代入する。 

 For[i=1,MemberQ[H,s=Part[G,i]],i++,]：Gに属していてHに属していないsを求める。 

 H=Table[…]：s番の置換とHに属する置換との積を改めてHとする。 
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 If[p!=2,AppendTo[…]]：ListOfAlphaに3とその条件式(12.31)を追加する。 

 Continue[]：For，Whileなどにおいて，後の手続きは実行せず，末尾まで飛び越す。 

 al=ai：左辺は既存の変数a1(第2字はイチ)との重複を避けてal(第2字はエル)とした。 

   4行後のal^(p-i)*ai中のalも同じである。 

 AppendTo[ListOfAlpha,…]：ListOfAlphaに2とその条件式(12.42)を追加する。 

(注意) SetDirectory中の"C:\Users…\Mathematica"は，実際にファイルを置く場所に書き換える。 

 

≪計算結果≫ 

 theta0(x)=230+24x+16x2+4x3+x4 

 theta1(x)=alpha[2](173/26+2x+x2+19alpha[1]/46800-18z[3]/13+alpha[1]z[3]/936) 

 theta2(x)=alpha[2]2(601/3380+17x/845+17x2/1690+7alpha[1]/182520+ 

   89x alpha[1]/4563000+89x
2alpha[1]/9126000-348z[3]/845-36x z[3]/845- 

   18x2z[3]/845+103alpha[1]z[3]/2281500+7x alpha[1]z[3]/456300+ 

   7x2alpha[1]z[3]/912600) 

 g2(x)=230+24x+16x2+4x3+x4+173alpha[2]/26+2x alpha[2]+x
2alpha[2]+ 

   19alpha[1]alpha[2]/46800+601alpha[2]2/3380+17x alpha[2]
2/845+ 

   17x2alpha[2]2/1690+7alpha[1]alpha[2]2/182520+89x alpha[1]alpha[2]
2/4563000+ 

   89x2alpha[1]alpha[2]2/9126000-18alpha[2]z[3]/13+alpha[1]alpha[2]z[3]/936- 

   348alpha[2]2z[3]/845-36x alpha[2]
2z[3]/845-18x2alpha[2]2z[3]/845+ 

   103alpha[1]alpha[2]2z[3]/2281500+7x alpha[1]alpha[2]
2z[3]/456300+ 

   7x2alpha[1]alpha[2]2z[3]/912600 

 List of alpha :  

 {alpha[1],-38880000+alpha[1]2} 

 {z[3],1+z[3]+z[3]2} 

 {alpha[2],-2120-19alpha[1]/135+alpha[2]3-1440z[3]+14alpha[1]z[3]/27} 
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13. 根x1,x2,…,xnの計算 
 

前節で述べたように，g(x)の次数低減をg1(x),g2(x),…,gs(x)と進めていくと，最後のgs(x)は1次式

となり，vが求められる。根x1,x2,…,xnはvの多項式で表されるので，このvを代入すれば根x1,x2,…, 

xnが求まる。ただし，実際にはx1,x2,…,xnにvを直接代入するよりも，x1,x2,…,xnについて順次g1(v), 

g2(v),…,gs(v)による剰余を取り，vの次数を段階的に低減させていくほうが，計算するのは容易で

ある。このようにして，根x1,x2,…,xnが1,2,…,sと
1p ,

2p ,…,
sp の多項式として求められる。

そして，第11節で述べたように，s,
sp ,…,2, 2p ,1, 1p の順序で，(11.2)または(11.3)による

剰余を取ることにより，1,2,…,sと
1p ,

2p ,…,
sp の次数を低減させる。 

 

(例4) f(x)=x4+2x3+3x2+4x+5の場合 

(10.22)-(10.25)で示したx1,x2,x3,x4について，(12.24),(12.46),(12.58),(12.70)で示したg1(v), 

g2(v),g3(v),g4(v)による剰余を取る。そして，(12.69),(12.57),(12.42),(12.31),(12.23)より4, 

3,2,3,1の次数を低減させる。これより，x1,x2,x3,x4は次式となる。 

 x1=-1/2+(1/4)3-(1/4)4-(1/16)34+(1/104)234-(7/54080)2
234 

   +(23/292032000)12
234+(3/416)2343-(3/10816)2

2343 
   +(1/292032000)12

2343      (13.1) 

 x2=-1/2+(1/4)3+(1/4)4+(1/16)34-(1/104)234+(7/54080)2
234 

   -(23/292032000)12
234-(3/416)2343+(3/10816)2

2343 
   -(1/292032000)12

2343      (13.2) 

 x3=-1/2-(1/4)3-(1/4)4+(1/16)34-(1/104)234+(7/54080)2
234 

   -(23/292032000)12
234-(3/416)2343+(3/10816)2

2343 
   -(1/292032000)12

2343      (13.3) 

 x4=-1/2-(1/4)3+(1/4)4-(1/16)34+(1/104)234-(7/54080)2
234 

   +(23/292032000)12
234+(3/416)2343-(3/10816)2

2343 
   +(1/292032000)12

2343      (13.4) 

ここで，確認のため，x1,x2,x3,x4の近似値を調べてみる。まず，(12.23),(12.31)より1,3は各々以

下の2つの値を取る。 

 1=6235.38，-6235.38       (13.5) 

 3=-0.5+0.866025i，-0.5-0.866025i     (13.6) 

第1の1，第1の3を選ぶと，(12.42)は2
3-3894.15+1552.92i=0となる。これより，2は以下の3つの

値を取る。 

 2=15.9957-2.03409i，-6.23628+14.8697i，-9.75942-12.8356i  (13.7) 

第1の2を選ぶと，(12.57)は3
2+1.24633=0となる。これより，3は以下の2つの値を取る。 

 3=1.11639i，-1.11639i       (13.8) 

第1の3を選ぶと，(12.69)は4
2+20.6841=0となる。これより，4は以下の2つの値を取る。 

 4=4.54798i，-4.54798i       (13.9) 

第1の4を選び，以上の1,3,2,3,4を(13.1)-(13.4)に代入すると，以下のx1,x2,x3,x4が得られる。 

 x1=-1.28782-0.857897i，x2=0.287815+1.41609i，x3=0.287815-1.41609i 

 x4=-1.28782+0.857897i       (13.10) 

これは他の数値解法の結果と一致した。同様にして，(12.23),(12.31),(12.42),(12.57),(12.69)

を満たすすべての1,3,2,3,4(2×2×3×2×2=48通り)について調べたが，x1,x2,x3,x4の順序が入

れ替わるだけで，いずれも他の数値解法の結果と一致した。 
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14. 数式処理ソフトによる計算 
 

第2部で示したプログラムを1つにまとめて，計算結果をファイルに書き込むようにした。 

 

≪サブプログラム≫ 

計算結果をファイルに書き込む。 

 (*  Write Results into File  *) 

 WriteFile2[FileName_]:=Module[{}, 

   fp=OpenWrite[FileName]; 

   WriteString[fp,"fx=",InputForm[fx],";\n"]; 

   WriteString[fp,"ListOfAlpha=",InputForm[ListOfAlpha],";\n"]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     WriteString[fp,"X[",i,"]=",InputForm[X[i]],";\n"] 

   ]; 

   Close[fp] 

 ]; 

 

≪メインプログラム≫ 

 (*  Calculation of roots of f(x)  *) 

 SetDirectory["C:\Users\Myname\Documents\Mathematica"]; 

 FileName=InputString["Input file name : "]; 

 Get[FileName]; 

 n=Exponent[fx,x]; 

 nn=Length[G]; 

 For[i=1,i<=nn,i++, 

   V[i]=Simplify[Sum[m[j]*X[Part[G,i,j]],{j,1,n}]] 

 ]; 

 ProductOfG[]; 

 z[2]=-1; 

 ListOfAlpha={}; 

 For[step=1,step<Length[Gs],step++, 

   Print["...... step ",step," ......"]; 

   G=Part[Gs,step]; 

   H=Part[Gs,step+1]; 

   p=Length[G]/Length[H]; 

   For[i=1,MemberQ[H,s=Part[G,i]],i++,]; 

   For[i=0,i<=p-1,i++, 

     h[i]=1; 

     For[j=1,j<=Length[H],j++, 

       h[i]=Expand[h[i]*(x-V[Part[H,j]])] 

     ]; 

     H=Table[Part[pro,s,Part[H,j]],{j,1,Length[H]}] 

   ]; 

   If[p!=2,AppendTo[ListOfAlpha,{z[p],Sum[z[p]^i,{i,0,p-1}]}]]; 
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   For[i=0,i<=p-1,i++, 

     theta[i]=ReductionOfAlpha[ 

       PolynomialRemainder[Sum[z[p]^(i*j)*h[j],{j,0,p-1}],gx/.x->v,v]/p]; 

     If[i==0,Continue[]]; 

     temp=ReductionOfAlpha[PolynomialRemainder[Expand[theta[i]^p],gx/.x->v,v]]; 

     Ai=Coefficient[temp,x,Exponent[temp,x]]; 

     Qi=FracToPoly[temp/Ai]; 

     ai=Coefficient[theta[i],x,Exponent[theta[i],x]]; 

     qi=PthRoot[Qi]; 

     If[i==1, 

       theta[i]=alpha[step]*qi; 

       A1=Ai; 

       al=ai; 

       AppendTo[ListOfAlpha,{alpha[step],alpha[step]^p-A1}] 

     ]; 

     If[i>=2, 

       bi=FracToPoly[PolynomialRemainder[Expand[al^(p-i)*ai],gx/.x->v,v]/A1]; 

       theta[i]=alpha[step]^i*ReductionOfAlpha[bi*qi] 

     ] 

   ]; 

   For[i=0,i<=p-1,i++, 

     Print["theta",i,"(x)=",theta[i]] 

   ]; 

   gx=ReductionOfAlpha[Expand[Sum[theta[i],{i,0,p-1}]]]; 

   Print["g",step,"(x)=",gx]; 

   For[i=1,i<=n,i++, 

     X[i]=ReductionOfAlpha[PolynomialRemainder[X[i],gx/.x->v,v]] 

   ] 

 ]; 

 Print["List of alpha : "]; 

 For[i=1,i<=Length[ListOfAlpha],i++, 

   Print[Part[ListOfAlpha,i]] 

 ]; 

 For[i=1,i<=n,i++, 

   Print["X[",i,"]=",X[i]] 

 ]; 

 FileName=InputString["Output file name : "]; 

 WriteFile2[FileName]; 

(注意) SetDirectory中の"C:\Users…\Mathematica"は，実際にファイルを置く場所に書き換える。 
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≪計算結果≫ 

f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の計算結果を示す。準備として，ファイルexample1.txtを用意し，これに第10節

の例1の計算結果(10.1)-(10.8)を書き込んでおく。このために，第10節のプログラムを実行し， 

f(x)=に対してx^3+a2*x^2+a1*x+a0を，Output file name : に対してexample1.txtを入力する。こ

れでファイルexample1.txtが作られる。続いて本節のプログラムを実行し，Intput file name : 

に対してexample1.txtを入力する。 

 ...... step 1 ...... 

 theta0(x)=3a1 x-a2
2x+x3 

 theta1(x)=alpha[1] 

 g1(x)=3a1 x-a2
2x+x3+alpha[1] 

 ...... step 2 ...... 

 theta0(x)=x 

 theta1(x)=alpha[2] 

 theta2(x)=alpha[2]2(-(27/2)a0/(-3a1+a22)2+(9/2)a1 a2/(-3a1+a2
2)2-a23/(-3a1+a22)2+ 

   (9/2)alpha[1]/(-3a1+a22)2-27a0 z[3]/(-3a1+a2
2)2+9a1 a2 z[3]/(-3a1+a2

2)2- 

   2a23z[3]/(-3a1+a22)2) 
 g2(x)=9a12x/(-3a1+a22)2-6a1 a2

2x/(-3a1+a22)2+a24x/(-3a1+a22)2+9a12alpha[2]/(-3a1+a22)2- 

   6a1 a2
2alpha[2]/(-3a1+a22)2+a24alpha[2]/(-3a1+a22)2-(27/2)a0 alpha[2]

2/(-3a1+a22)2+ 

   (9/2)a1 a2 alpha[2]
2/(-3a1+a22)2-a23alpha[2]2/(-3a1+a22)2+(9/2)alpha[1]alpha[2]2/(-3a1+a22)2- 

   27a0 alpha[2]
2z[3]/(-3a1+a22)2+9a1 a2 alpha[2]

2z[3]/(-3a1+a22)2-2a23alpha[2]2z[3]/(-3a1+a22)2 

 List of alpha :  

 {alpha[1],27a02+4a13-18a0 a1 a2-a1
2a22+4a0 a2

3+alpha[1]2} 

 {z[3],1+z[3]+z[3]2} 

 {alpha[2],-(3/2)a0+(1/2)a1 a2-(1/9)a2
3-(1/2)alpha[1]+alpha[2]3-3a0 z[3]+ 

   a1 a2 z[3]-(2/9)a2
3z[3]} 

 X[1]=-3a12a2/(-3a1+a22)2+2a1 a2
3/(-3a1+a22)2-(1/3)a25/(-3a1+a22)2-3a12alpha[2]/(-3a1+a22)2+ 

   2a1 a2
2alpha[2]/(-3a1+a22)2-(1/3)a24alpha[2]/(-3a1+a22)2-3alpha[1]alpha[2]2/(-3a1+a22)2+ 

   3a12alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2-2a1 a2
2alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2+(1/3)a24alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2+ 

   (27/2)a0 alpha[2]
2z[3]/(-3a1+a22)2-(9/2)a1 a2 alpha[2]

2z[3]/(-3a1+a22)2 

   +a23alpha[2]2z[3]/(-3a1+a22)2-(3/2)alpha[1]alpha[2]2z[3]/(-3a1+a22)2 

 X[2]=-3a12a2/(-3a1+a22)2+2a1 a2
3/(-3a1+a22)2-(1/3)a25/(-3a1+a22)2+6a12alpha[2]/(-3a1+a22)2- 

   4a1 a2
2alpha[2]/(-3a1+a22)2+(2/3)a24alpha[2]/(-3a1+a22)2-(27/2)a0 alpha[2]

2/(-3a1+a22)2+ 

   (9/2)a1 a2 alpha[2]
2/(-3a1+a22)2-a23alpha[2]2/(-3a1+a22)2+(3/2)alpha[1]alpha[2]2/(-3a1+a22)2+ 

   3a12alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2-2a1 a2
2alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2+(1/3)a24alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2- 

   (27/2)a0 alpha[2]
2z[3]/(-3a1+a22)2+(9/2)a1 a2 alpha[2]

2z[3]/(-3a1+a22)2- 

   a23alpha[2]2z[3]/(-3a1+a22)2-(3/2)alpha[1]alpha[2]2z[3]/(-3a1+a22)2 

 X[3]=-3a12a2/(-3a1+a22)2+2a1 a2
3/(-3a1+a22)2-(1/3)a25/(-3a1+a22)2-3a12alpha[2]/(-3a1+a22)2+ 

   2a1 a2
2alpha[2]/(-3a1+a22)2-(1/3)a24alpha[2]/(-3a1+a22)2+(27/2)a0 alpha[2]

2/(-3a1+a22)2- 

   (9/2)a1 a2 alpha[2]
2/(-3a1+a22)2+a23alpha[2]2/(-3a1+a22)2+(3/2)alpha[1]alpha[2]2/(-3a1+a22)2- 

   6a12alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2+4a1 a2
2alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2-(2/3)a24alpha[2]z[3]/(-3a1+a22)2+ 

   3alpha[1]alpha[2]2z[3]/(-3a1+a22)2 

Output file name : に対してsolution1.txtを入力すると，ファイルsolution1.txtに以下の計算

結果が書き込まれる。 

 fx=a0+a1*x+a2*x^2+x^3; 
 ListOfAlpha={{alpha[1],27*a0^2+4*a1^3-18*a0*a1*a2-a1^2*a2^2+4*a0*a2^3+alpha[1]^2}, 

   {z[3],1+z[3]+z[3]^2},{alpha[2],(-3*a0)/2+(a1*a2)/2-a2^3/9-alpha[1]/2+ 

   alpha[2]^3-3*a0*z[3]+a1*a2*z[3]-(2*a2^3*z[3])/9}}; 
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 X[1]=(-3*a1^2*a2)/(-3*a1+a2^2)^2+(2*a1*a2^3)/(-3*a1+a2^2)^2-a2^5/(3*(-3*a1+a2^2)^2)- 

   (3*a1^2*alpha[2])/(-3*a1+a2^2)^2+(2*a1*a2^2*alpha[2])/(-3*a1+a2^2)^2- 

   (a2^4*alpha[2])/(3*(-3*a1+a2^2)^2)-(3*alpha[1]*alpha[2]^2)/(-3*a1+a2^2)^2+ 

   (3*a1^2*alpha[2]*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2-(2*a1*a2^2*alpha[2]*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2+ 

   (a2^4*alpha[2]*z[3])/(3*(-3*a1+a2^2)^2)+(27*a0*alpha[2]^2*z[3])/(2*(-3*a1+a2^2)^2)- 

   (9*a1*a2*alpha[2]^2*z[3])/(2*(-3*a1+a2^2)^2)+(a2^3*alpha[2]^2*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2- 

   (3*alpha[1]*alpha[2]^2*z[3])/(2*(-3*a1+a2^2)^2); 

 X[2]=(-3*a1^2*a2)/(-3*a1+a2^2)^2+(2*a1*a2^3)/(-3*a1+a2^2)^2-a2^5/(3*(-3*a1+a2^2)^2)+ 

   (6*a1^2*alpha[2])/(-3*a1+a2^2)^2-(4*a1*a2^2*alpha[2])/(-3*a1+a2^2)^2+ 

   (2*a2^4*alpha[2])/(3*(-3*a1+a2^2)^2)-(27*a0*alpha[2]^2)/(2*(-3*a1+a2^2)^2)+ 

   (9*a1*a2*alpha[2]^2)/(2*(-3*a1+a2^2)^2)-(a2^3*alpha[2]^2)/(-3*a1+a2^2)^2+ 

   (3*alpha[1]*alpha[2]^2)/(2*(-3*a1+a2^2)^2)+(3*a1^2*alpha[2]*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2- 

   (2*a1*a2^2*alpha[2]*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2+(a2^4*alpha[2]*z[3])/(3*(-3*a1+a2^2)^2)- 

   (27*a0*alpha[2]^2*z[3])/(2*(-3*a1+a2^2)^2)+(9*a1*a2*alpha[2]^2*z[3])/(2*(-3*a1+a2^2)^2)- 

   (a2^3*alpha[2]^2*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2-(3*alpha[1]*alpha[2]^2*z[3])/(2*(-3*a1+a2^2)^2); 

 X[3]=(-3*a1^2*a2)/(-3*a1+a2^2)^2+(2*a1*a2^3)/(-3*a1+a2^2)^2-a2^5/(3*(-3*a1+a2^2)^2)- 

   (3*a1^2*alpha[2])/(-3*a1+a2^2)^2+(2*a1*a2^2*alpha[2])/(-3*a1+a2^2)^2- 

   (a2^4*alpha[2])/(3*(-3*a1+a2^2)^2)+(27*a0*alpha[2]^2)/(2*(-3*a1+a2^2)^2)- 

   (9*a1*a2*alpha[2]^2)/(2*(-3*a1+a2^2)^2)+(a2^3*alpha[2]^2)/(-3*a1+a2^2)^2+ 

   (3*alpha[1]*alpha[2]^2)/(2*(-3*a1+a2^2)^2)-(6*a1^2*alpha[2]*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2+ 

   (4*a1*a2^2*alpha[2]*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2-(2*a2^4*alpha[2]*z[3])/(3*(-3*a1+a2^2)^2)+ 

   (3*alpha[1]*alpha[2]^2*z[3])/(-3*a1+a2^2)^2; 

 

上記の計算結果も含めて，以下に9つの計算例(計算不能の場合もあり)を示す。 
 

(例1) f(x)=x3+a2x
2+a1x+a0の場合 

 1
2-(-27a0

2-4a1
3+18a0a1a2+a1

2a2
2-4a0a2

3)=0     (14.1) 

 3
2+3+1=0        (14.2) 

 2
3-{(3/2)a0-(1/2)a1a2+(1/9)a2

3+(1/2)1+3a03-a1a23+(2/9)a2
33}=0  (14.3) 

 x1=(1/3){-a2-2(1-3)}+2
2{(27a0-9a1a2+2a2

3)3-31(2+3)}/D  (14.4) 

 x2=(1/3){-a2+2(2+3)}+2
2{-(27a0-9a1a2+2a2

3)(1+3)+31(1-3)}/D  (14.5) 

 x3=(1/3){-a2-2(1+23)}+2
2{(27a0-9a1a2+2a2

3)+31(1+23)}/D  (14.6) 

 D=2(3a1-a2
2)2        (14.7) 

 

(例2) f(x)=x4+a2x
2+a0の場合 

 1
2-(-36a0+9a2

2)=0       (14.8) 

 2
2-{-2a2+(2/3)1}=0       (14.9) 

 3
2-{-2a2-(2/3)1}=0       (14.10) 

 x1=(1/2)2        (14.11) 

 x2=-(1/2)2        (14.12) 

 x3=(1/2)3        (14.13) 

 x4=-(1/2)3        (14.14) 

 

(例3) f(x)=x4+a2x
2+a1x+a0の場合 

第10節の例3でガロア群の計算ができなかったので，根の計算もできない。 
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(例4) f(x)=x4+2x3+3x2+4x+5の場合 

既に1,3,2,3,4の条件式は(12.23),(12.31),(12.42),(12.57),(12.69)で示した。x1,x2,x3,x4は 

(13.1)-(13.4)で示した。 

 

(例5) f(x)=x5+2x3+4x2-x+4の場合 

 1
2-8712=0        (14.15) 

 2
2-{-440-(2/3)1}=0       (14.16) 

 5
4+5

3+5
2+5+1=0        (14.17) 

 3
5-{-3029/5-(1042/165)1+(35067/1750)2+(1231/5775)12-(6058/5)5 

   -(2084/165)15-(4901/5)5
2-(562/55)15

2-(56741/1750)25
2-(7967/23100)125

2 

   -(1157/5)5
3-(398/165)15

3-(56741/1750)25
3-(7967/23100)125

3}=0 (14.18) 

 x1=(7/5)3-(605/169)3
2-(175/11154)13

2+(659/2366)23
2+(158/39039)123

2+(255/169)3
3 

   +(2987/48334)13
3+(3215/2197)23

3+(2325/96668)123
3-(638370/199927)23

4 

   +(825115/13195182)123
4-(1/5)35+(385/169)3

25+(35/3718)13
25+(31/182)23

25 
   +(131/52052)123

25-(5355/2197)3
35-(4841/48334)13

35+(8620/15379)23
35 

   +(18625/2030028)123
35+(3554375/28561)3

45+(82000/314171)13
45-(243935/399854)23

45 

   +(105045/8796788)123
45+(6/5)35

2-(605/169)3
25

2-(175/11154)13
25

2+(21/338)23
25

2 

   +(1/1014)123
25

2+(5355/2197)3
35

2+(4841/48334)13
35

2+(8620/15379)23
35

2 

   +(18625/2030028)123
35

2-(2197250/28561)3
45

2-(152000/942513)13
45

2-(319185/199927)23
45

2 

   +(825115/26390364)123
45

2+(3/5)35
3+(31/91)23

25
3+(131/26026)123

25
3-(255/169)3

35
3 

   -(2987/48334)13
35

3+(3215/2197)23
35

3+(2325/96668)123
35

3+(3554375/28561)3
45

3 

   +(82000/314171)13
45

3-(1032805/399854)23
45

3+(1335095/26390364)123
45

3 (14.19) 

 x2=-(8/5)3-(990/169)3
2-(140/5577)13

2-(128/1183)23
2-(239/156156)123

2-(8670/2197)3
3 

   -(3914/24167)13
3+(13885/15379)23

3+(7550/507507)123
3-(3554375/28561)3

4 

   -(82000/314171)13
4+(1032805/399854)23

4-(1335095/26390364)123
4-(1/5)35-(385/169)3

25 
   -(35/3718)13

25+(31/182)23
25+(131/52052)123

25-(5355/2197)3
35-(4841/48334)13

35 
   -(8620/15379)23

35-(18625/2030028)123
35-(3554375/28561)3

45-(82000/314171)13
45 

   -(243935/399854)23
45+(105045/8796788)123

45-(4/5)35
2-(385/169)3

25
2-(35/3718)13

25
2 

   -(31/182)23
25

2-(131/52052)123
25

2-(2040/2197)3
35

2-(927/24167)13
35

2 

   +(13885/15379)23
35

2+(7550/507507)123
35

2+(394435/199927)23
45

2 

   -(254990/6597591)123
45

2-(7/5)35
3-(990/169)3

25
3-(140/5577)13

25
3+(128/1183)23

25
3 

   +(239/156156)123
25

3-(10710/2197)3
35

3-(4841/24167)13
35

3-(5751625/28561)3
45

3 

   -(398000/942513)13
45

3+(394435/399854)23
45

3-(127495/6597591)123
45

3 (14.20) 

 x3=-(3/5)3+(605/169)3
2+(175/11154)13

2+(659/2366)23
2+(158/39039)123

2+(10710/2197)3
3 

   +(4841/24167)13
3+(3554375/28561)3

4+(82000/314171)13
4+(1032805/399854)23

4 

   -(1335095/26390364)123
4+(4/5)35+(605/169)3

25+(175/11154)13
25-(21/338)23

25 
   -(1/1014)123

25+(2040/2197)3
35+(927/24167)13

35+(13885/15379)23
35 

   +(7550/507507)123
35-(2197250/28561)3

45-(152000/942513)13
45+(319185/199927)23

45 
   -(825115/26390364)123

45-(4/5)35
2+(256/1183)23

25
2+(239/78078)123

25
2+(5355/2197)3

35
2 

   +(4841/48334)13
35

2-(8620/15379)23
35

2-(18625/2030028)123
35

2+(3554375/28561)3
45

2 

   +(82000/314171)13
45

2+(243935/399854)23
45

2-(105045/8796788)123
45

2+(3/5)35
3 

   +(990/169)3
25

3+(140/5577)13
25

3+(128/1183)23
25

3+(239/156156)123
25

3+(8670/2197)3
35

3 

   +(3914/24167)13
35

3+(13885/15379)23
35

3+(7550/507507)123
35

3+(638370/199927)23
45

3 

   -(825115/13195182)123
45

3      (14.21) 

 x4=(7/5)3-(31/91)23
2-(131/26026)123

2-(8670/2197)3
3-(3914/24167)13

3-(13885/15379)23
3 

   -(7550/507507)123
3+(5751625/28561)3

4+(398000/942513)13
4-(394435/399854)23

4 

   +(127495/6597591)123
4+(4/5)35-(605/169)3

25-(175/11154)13
25-(21/338)23

25 
   -(1/1014)123

25+(2040/2197)3
35+(927/24167)13

35-(13885/15379)23
35 
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   -(7550/507507)123
35+(2197250/28561)3

45+(152000/942513)13
45+(319185/199927)23

45 
   -(825115/26390364)123

45+(1/5)35
2+(385/169)3

25
2+(35/3718)13

25
2-(31/182)23

25
2 

   -(131/52052)123
25

2-(510/169)3
35

2-(2987/24167)13
35

2+(2197250/28561)3
4z5

2 

   +(152000/942513)13
45

2-(319185/199927)23
45

2+(825115/26390364)123
45

2+(8/5)35
3 

   -(605/169)3
25

3-(175/11154)13
25

3-(659/2366)23
25

3-(158/39039)123
25

3-(255/169)3
35

3 

   -(2987/48334)13
35

3-(3215/2197)23
35

3-(2325/96668)123
35

3+(5751625/28561)3
45

3 

   +(398000/942513)13
45

3+(394435/399854)23
45

3-(127495/6597591)123
45

3 (14.22) 

 x5=-(3/5)3+(990/169)3
2+(140/5577)13

2-(128/1183)23
2-(239/156156)123

2+(255/169)3
3 

   +(2987/48334)13
3-(3215/2197)23

3-(2325/96668)1a23
3-(5751625/28561)3

4 

   -(398000/942513)13
4-(394435/399854)23

4+(127495/6597591)123
4-(6/5)35-(256/1183)23

25 
   -(239/78078)123

25+(510/169)3
35+(2987/24167)13

35-(394435/199927)23
45 

   +(254990/6597591)123
45+(1/5)35

2+(605/169)3
25

2+(175/11154)13
25

2+(21/338)23
25

2 

   +(1/1014)123
25

2-(2040/2197)3
35

2-(927/24167)13
35

2-(13885/15379)23
35

2 

   -(7550/507507)123
35

2-(3554375/28561)3
45

2-(82000/314171)13
45

2+(243935/399854)23
45

2 

   -(105045/8796788)123
45

2-(7/5)35
3+(605/169)3

25
3+(175/11154)13

25
3-(659/2366)23

25
3 

   -(158/39039)123
25

3+(8670/2197)3
35

3+(3914/24167)13
35

3-(13885/15379)23
35

3 

   -(7550/507507)123
35

3-(3554375/28561)3
45

3-(82000/314171)13
45

3-(1032805/399854)23
45

3 

   +(1335095/26390364)123
45

3      (14.23) 

(追記) 第16節の例1によると，根x1,x2,x3,x4,x5は次式で与えられる。 

 x1=A+B+C+D，x2=5A+5
2B+5

3C+5
4D，x3=5

2A+5
4B+5C+5

3D 

 x4=5
3A+5B+5

4C+5
2D，x5=5

4A+5
3B+5

2C+5D    (14.24) 

ここで 

 A5=-(13+4 10 )/25- )10627719850(11  /625    (14.25) 

 B5=-(13-4 10 )/25- )10627719850(11  /625    (14.26) 

 C5=-(13-4 10 )/25+ )10627719850(11  /625    (14.27) 

 D5=-(13+4 10 )/25+ )10627719850(11  /625    (14.28) 

A,B,C,Dは各々A5,B5,C5,D5の実数の5乗根を選ぶ。 

 

(例6) f(x)=x5+a3x
3+(a3

2/5)x+a0の場合 

第10節の例6でガロア群の計算ができなかったので，根の計算もできない。 

(追記) 第16節の(3)の場合によると，根x1,x2,x3,x4,x5は次式で与えられる。 

 x1=A+D，x2=5A+5
4D，x3=5

2A+5
3D，x4=5

3A+5
2D，x5=5

4A+5D  (14.29) 

ここで 

 A5=-a0/2+
5

3

2

0 )5/()2/( aa  ，D5=-a0/2-
5

3

2

0 )5/()2/( aa    (14.30) 

AはA5の5乗根のうち，任意の1つを選ぶ。DはD5の5乗根のうち，AD=-a3/5を満たすものを選ぶ。 

 

(例7) f(x)=x5+2x4+3x3+4x2+5x+6の場合 

第10節の例7でガロア群が可解でなかったので，べき根で表される根は存在しない。 

 

(例8) f(x)=x6+2x5+3x4+4x3+5x2+6x+7の場合 

第10節の例8でガロア群の計算ができなかったので，べき根で表される根の存在は不明である。 
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(例9) f(x)=x16+x15+x14+x13+x12+x11+x10+x9+x8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+1の場合 

本節のプログラムで計算するには，第10節のプログラムの計算結果が必要であるが，本例にはそれ

がないので，(10.36)-(10.41)をもとにして，以下の入力ファイルを作る。 

 fx=x^16+x^15+x^14+x^13+x^12+x^11+x^10+x^9+x^8+x^7+x^6+x^5+x^4+x^3+x^2+x+1; 

 For[i=1,i<=16,i++,m[i]=If[i==1,1,0]]; 

 gx=fx; 

 For[i=1,i<=16,i++,X[i]=If[i<16,v^i,-Sum[v^j,{j,0,15}]]]; 

 G={}; 

 Gi=Table[i,{i,1,16}]; 

 For[i=1,i<=16,i++, 

   AppendTo[G,Gi]; 

   Gi=Table[Mod[3*Part[Gi,j],17],{j,1,16}] 

 ]; 

 Gs={{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}, 

   {1,3,5,7,9,11,13,15},{1,5,9,13},{1,9},{1}}; 

これを本節のプログラムで読み込むようにすると，以下の計算結果が得られる。 

 1
2-17/4=0        (14.31) 

 2
2-{17/8+(1/4)1}=0       (14.32) 

 3
2-{17/16-(3/8)1+(3/8)2-(1/4)12}=0     (14.33) 

 4
2-{-17/32-(1/16)1+(1/8)2+(1/16)3+(1/8)13+(1/4)23}=0  (14.34) 

 x1=-1/16-(1/8)1-(1/4)2–(1/2)3-4     (14.35) 

x2,x3,…,x16は省略するが，(14.31)-(14.34)より1,2,3,4は2×2×2×2=16通りの値を取るので，

これらを(14.35)に代入すれば，すべての根が求められる。 
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15. LU分解法による連立1次方程式の解法 
 

n元連立1次方程式Ax=b(Aはn×n行列，x,bはn次列ベクトル)において，AをL(下三角行列，対角要

素は1)とU(上三角行列)の積に分解する。最初にL=A，U=1とし，k-1行まで分解したとき，L,Uは

以下のようになるとする。 

 L=
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   (15.2) 

続いて，k行を以下のようにして分解する。 

(1)Lのk列の要素lk,k,…,ln,kの中で，絶対値が最大の要素をlm,kとする。k≠mならば，Lのk行とm行を

交換し，右辺bのk番とm番も交換する。以下に，Cプログラム風に書いたアルゴリズムを示す。 

 m=k; 

 for(i=k+1; i<=n; i++){ 

   if(|lm,k|<|li,k|) m=i; 

 } 

 if(|lm,k|<){ 

   print("LU decomposition is failed."); 

   exit; 

 } 

 if(m!=k){ 

   for(j=1; j<=n; j++){ 

     temp=lk,j; lk,j=lm,j; lm,j=temp; 

   } 

   temp=bk; bk=bm; bm=temp; 

 } 
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(2)lk,k=1とするため，k列にlk,k
-1を掛ける。これは単位行列のk行k列をlk,k

-1に書き換えた行列を右か

ら掛けることに相当し，このときUにはその逆行列を左から掛けなければならない。これはUのk行

にlk,kを掛けることに相当する。 

 for(i=k+1; i<=n; i++){ 

   li,k=li,k/lk,k; 

 } 

 uk,k=lk,k; lk,k=1; 

(3)lk,k+1=…=lk,n=0とするため，j=k+1,…,nについて，j列にk列の-lk,j倍を加える。これは単位行列のk

行j列に-lk,jを書き加えた行列を右から掛けることに相当し，このときUにはその逆行列を左から

掛けなければならない。これはUのk行にj行のlk,j倍を加えることに相当する。 

 for(j=k+1; j<=n; j++){ 

   for(i=k+1; i<=n; i++){ 

     li,j=li,j-li,k lk,j; 

   } 

   uk,j=lk,j; lk,j=0; 

 } 

最初にL=A，U=1とし，上記(1),(2),(3)をk=1からk=nまで繰り返せば，所望のL,Uが得られる。メ

モリを節約するため，AにL(対角要素を除く)とU(対角要素を含む)を上書きする場合は，上記(1), 

(2),(3)は以下のようになる。 

 m=k; 

 for(i=k+1; i<=n; i++){ 

   if(|am,k|<|ai,k|) m=i;       (15.3) 

 } 

 if(|am,k|<){ 

   print("LU decomposition is failed."); 

   exit; 

 } 

 if(m!=k){ 

   for(j=1; j<=n; j++){ 

     temp=ak,j; ak,j=am,j; am,j=temp; 

   } 

   temp=bk; bk=bm; bm=temp; 

 } 

 for(i=k+1; i<=n; i++){ 

   ai,k=ai,k/ak,k; 

   for(j=k+1; j<=n; j++){ 

     ai,j=ai,j-ai,k ak,j; 

   } 

 } 

以上により，Ax=bはLUx=bとなる。これはLy=bとUx=yの2段階に分けて解くことができる。第1段階

のLy=bは以下のようにして解く。 

 for(i=1; i<=n; i++){ 

   yi=bi 

   for(j=1; j<=i-1; j++){ 
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     yi=yi-li,j yj; 

   } 

 } 

第2段階のUx=yは以下のようにして解く。 

 for(i=n; i>=1; i--){ 

   xi=yi; 

   for(j=i+1; j<=n; j++){ 

     xi=xi-ui,j xj; 

   } 

   xi=xi/ui,i; 

 } 

メモリを節約するため，AにLとUを上書きし，bにyとxを上書きする場合は以下のようになる。 

 for(i=2; i<=n; i++){ 

   for(j=1; j<=i-1; j++){ 

     bi=bi-ai,j bj; 

   } 

 } 

 for(i=n; i>=1; i--){       (15.4) 

   for(j=i+1; j<=n; j++){ 

     bi=bi-ai,j bj; 

   } 

   bi=bi/ai,i; 

 } 

さらに，(6.1)を解くために，汎用性を犠牲にして，以下のように変更する。 

(1)nをn!に変更する。 

(2)(6.1)を解くに当たり，w1,w2,…,wn!をすべて求める必要はなく，x1,x2,…,xn-1だけを求めれば十

分である。(15.4)より未知数は逆順に求まるので，未知数の順序を入れ替えて(これに対応する

係数行列の列の順序も同時に入れ替える)，x1,x2,…,xn-1を最後に移せば，x1,x2,…,xn-1が最初に求

められる。(15.4)をfor(i=n!; i>=n!-n+2; i--){に変更し，x1,x2,…,xn-1以外の計算を省略すれば，

計算時間を短縮することができる。 

(3)(15.3)ではak,k,…,an,kの中で絶対値が最大の要素を見つけて，これをam,kとする。しかし，これ

らの要素が文字式の場合も含めると，絶対値の大小は決められないので，ak,k,…,an,kの中で最初

に見つかった非零要素をam,kとするように変更する。非零要素を見つけるには，ak,k,…,an,kの中で

使われていない文字(例えばxとする)を取り，xに関する次数(MathematicaではExponent(ai,k,x)で

求められる)を調べればよい。これが0ならば非零要素，-∞ならば零要素である。 

(4)n≧5では計算時間が長くなるため，k=1からk=n!まで繰り返す間に，1/10毎に経過を表示する。 

 ...... calculating (1/10) ...... 

 ...... calculating (2/10) ...... 

   : 

 ...... calculating (10/10) ...... 
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16. 可解な5次方程式の解法 
 

以下の可解な5次方程式の解法を示す。ただし，x4の項は消去し，係数a3,a2,a1,a0は有理数とする。 

 f(x)=x5+a3x
3+a2x

2+a1x+a0=0       (16.1) 

その根x1,x2,x3,x4,x5を次式で表す。5は1の原始5乗根である。 

 x1=A+B+C+D，x2=5A+5
2B+5

3C+5
4D，x3=5

2A+5
4B+5C+5

3D 

 x4=5
3A+5B+5

4C+5
2D，x5=5

4A+5
3B+5

2C+5D    (16.2) 

これをf(x)=(x-x1)(x-x2)(x-x3)(x-x4)(x-x5)に代入して展開すると，A,B,C,Dとa3,a2,a1,a0の関係式

として，次式が得られる。 

 -5(AD+BC)=a3        (16.3) 

 -5(A2C+AB2+BD2+C2D)=a2       (16.4) 

 -5(A3B+AC3+B3D+CD3-A2D2-B2C2+ABCD)=a1    (16.5) 

 -(A5+B5+C5+D5)+5(AD-BC)(A2C-AB2+BD2-C2D)=a0    (16.6) 

この連立方程式を解けばA,B,C,Dが求められるが，一般の5次方程式は解けないので，この連立方

程式も解けない。ところが，可解な5次方程式の場合は，以下の,が有理数となり，しかもその

値を知ることができる。 

 {25(AD-BC)}2=        (16.7) 

 {125(A2C-AB2+BD2-C2D)}2=      (16.8) 

このとき，(16.3),(16.4),(16.7),(16.8)からなる連立方程式を解けばA,B,C,Dが求められる。ま

ず，(16.2)をA,B,C,Dについて解く。 

 A=(x1+5
4x2+5

3x3+5
2x4+5x5)/5，B=(x1+5

3x2+5x3+5
4x4+5

2x5)/5 

 C=(x1+5
2x2+5

4x3+5x4+5
3x5)/5，D=(x1+5x2+5

2x3+5
3x4+5

4x5)/5   (16.9) 

これを(16.7)の左辺に代入すると，がx1,x2,x3,x4,x5の多項式で表される。ただし，長い式になる

ので省略する。これを(x1,x2,x3,x4,x5)と表記すると，その値は有理数ではあるが，x1,x2,x3,x4,x5の

対称式ではない。ここで，x1,x2,x3,x4,x5に5!=120通りの置換を作用させると，(x1,x2,x3,x4,x5)はす

べて異なる式になるのではなく，(x1,x2,x3,x4,x5)と同じ式が20個，(x1,x2,x3,x5,x4)と同じ式が20

個，(x1,x2,x4,x3,x5)と同じ式が20個，(x1,x2,x4,x5,x3)と同じ式が20個，(x1,x2,x5,x3,x4)と同じ式

が20個，(x1,x2,x5,x4,x3)と同じ式が20個となる。ここで 

 f(x)=(x-(x1,x2,x3,x4,x5))(x-(x1,x2,x3,x5,x4))(x-(x1,x2,x4,x3,x5)) 

   ×(x-(x1,x2,x4,x5,x3))(x-(x1,x2,x5,x3,x4))(x-(x1,x2,x5,x4,x3))  (16.10) 

とすると，これはx1,x2,x3,x4,x5の対称式であるから，その係数はa3,a2,a1,a0で表され，しかもその

根のうちの1つはである。上式を展開して，係数をa3,a2,a1,a0で表すと次式となる。 
 f(x)=x6-10(20a1+3a3

2)x5+25(880a1
2-800a0a2+32a2

2a3+104a1a3
2+15a3

4)x4-500(2240a1
3-3200a0a1a2+32a2

4
 

   -2000a0
2a3+48a1a2

2a3+368a1
2a3

2-560a0a2a3
2+32a2

2a3
3+4a1a3

4+5a3
6)x3+625(44800a1

4-128000a0a1
2a2

 

   +160000a0
2a2

2+2560a1a2
4-160000a0

2a1a3-1280a1
2a2

2a3-12800a0a2
3a3+1280a1

3a3
2+19200a0a1a2a3

2+640a2
4a3

2 

   -24000a0
2a33-960a1a2

2a3
3+1440a1

2a3
4-1920a0a2a3

4+192a2
2a3

5-176a1a3
6+15a3

8)x2-6250(1600000a0
4+54272a1

5 

   -307200a0a1
3a2+512000a0

2a1a2
2+1536a1

2a2
4+29696a0a2

5+64000a0
2a1

2a3-320000a0
3a2a3+14848a1

3a2
2a3

 

   -207360a0a1a2
3a3+1024a2

6a3-20736a1
4a3

2+222720a0a1
2a2a3

2+326400a0
2a2

2a3
2-4096a1a2

4a3
2-428800a0

2a1a3
3 

   +6400a1
2a2

2a3
3+3072a0a2

3a3
3-896a1

3a3
4-21504a0a1a2a3

4+448a2
4a3

4+43296a0
2a3

5-1248a1a2
2a3

5+992a1
2a3

6 

   -160a0a2a3
6+64a2

2a3
7-92a1a3

8+3a3
10)x+15625(320a1

3-1600a0a1a2-64a2
4+4000a0

2a3+224a1a2
2a3-176a1

2a3
2 

   -80a0a2a3
2-16a2

2a3
3+28a1a3

4-a3
6)2      (16.11) 
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同様に，については次式となる。 
 f(x)=x6-250(3a2

2-8a1a3)x5-15625(128a1
3-480a0a1a2-15a2

4+800a0
2a3+80a1a2

2a3-96a1
2a3

2-32a0a2a3
2)x4 

   +7812500(-800a0
2a1

2+2000a0
3a2+96a1

3a2
2-336a0a1a2

3-5a2
6-256a1

4a3+864a0a1
2a2a3+560a0

2a2
2a3+40a1a2

4a3 
   -1280a0

2a1a3
2-96a1

2a2
2a3

2-32a0a2
3a3

2+64a1
3a3

3+96a0a1a2a3
3-32a0

2a3
4)x3+244140625(4096a1

6-30720a0a1
4a2

 

   +67200a0
2a1

2a2
2-24000a0

3a2
3-384a1

3a2
4+1152a0a1a2

5+15a2
8+25600a0

2a1
3a3-128000a0

3a1a2a3+2048a1
4a2

2a3
 

   -5760a0a1
2a2

3a3-1920a0
2a2

4a3-160a1a2
6a3+160000a0

4a3
2-2048a1

5a3
2+2560a0a1

3a2a3
2+15360a0

2a1a2
2a3

2
 

   +576a1
2a2

4a3
2+192a0a2

5a3
2-2560a0

2a1
2a3

3-12800a0
3a2a3

3-768a1
3a2

2a3
3-1152a0a1a2

3a3
3+256a1

4a3
4+1536a0a1

2a2a3
4 

   +640a0
2a2

2a3
4-1024a0

2a1a3
5)x2-61035156250(1600000a0

6+28672a0
2a1

5-179200a0
3a1

3a2+192000a0
4a1a2

2 

   +3072a0a1
4a2

3-20544a0
2a1

2a2
4+43296a0

3a2
5-64a1

3a2
6+96a0a1a2

7+3a2
10+384000a0

4a1
2a3-320000a0

5a2a3 
   -12288a0a1

5a2a3+89088a0
2a1

3a2
2a3-220160a0

3a1a2
3a3+512a1

4a2
4a3-576a0a1

2a2
5a3-160a0

2a2
6a3-40a1a2

8a3 

   +1024a0
2a1

4a3
2+17920a0

3a1
2a2a3

2+326400a0
4a2

2a3
2-1024a1

5a2
2a3

2-1024a0a1
3a2

3a3
2+3072a0

2a1a2
4a3

2+192a1
2a2

6a3
2 

   +64a0a2
7a3

2-204800a0
4a1a3

3+7168a0a1
4a2a3

3-9216a0
2a1

2a2
2a3

3+3072a0
3a2

3a3
3-384a1

3a2
4a3

3-576a0a1a2
5a3

3 

   -6144a0
2a1

3a3
4-6144a0

3a1a2a3
4+256a1

4a2
2a3

4+1536a0a1
2a2

3a3
4+448a0

2a2
4a3

4+29696a0
4a3

5-1024a0a1
3a2a3

5 

   -2048a0
2a1a2

2a3
5+1024a0

2a1
2a3

6+1024a0
3a2a3

6)x+3814697265625(-1600a0
2a1

2+4000a0
3a2+48a0a1a2

3-a2
6 

   -192a0a1
2a2a3-80a0

2a2
2a3+8a1a2

4a3+640a0
2a1a3

2-16a1
2a2

2a3
2-16a0a2

3a3
2+64a0a1a2a3

3-64a0
2a3

4)2 (16.12) 

ここで，a3,a2,a1,a0は有理数としたので，f(x),f(x)の係数も有理数となる。このとき，有理根,

はf(x),f(x)の定数項の約数のうちのどれかであって，それらは必ず求めることができる。ちなみ

に，f(x)が可解であることと，f(x),f(x)に有理根が存在することは同値であることが知られてい

る。f(x)の可解性を調べるには，ガロア群を調べるよりも，f(x),f(x)の有理根の有無を調べるほ

うが容易である。つぎに，(16.3),(16.4),(16.5),(16.6)からなる連立方程式の代わりに，(16.3), 

(16.4),(16.7),(16.8)からなる連立方程式を解いてA,B,C,Dを求める。このA,B,C,Dは(16.2)に

代入して，根x1,x2,x3,x4,x5を求めるのに使うだけであるから，任意の1組のA,B,C,Dだけを求めれ

ば十分である。まず，(16.3),(16.7)より次式を得る。 

 AD=-(a3+b3)/10，BC=-(a3-b3)/10，b3=  /5     (16.13) 

(16.4),(16.8)より次式を得る。 

 A2C+BD2=-(a2+b2)/10，AB2+C2D=-(a2-b2)/10，b2=  /25   (16.14) 

(16.13)より(A2C)(BD2)=-(a3+b3)
2(a3-b3)/1000，これと(16.14)の第1式より次式を得る。 

 A2C=-(a2+b2+ 1r )/20，BD2=-(a2+b2- 1r )/20 

 r1=(a2+b2)
2+2(a3+b3)

2(a3-b3)/5       (16.15) 

(16.13)より(AB2)(C2D)=-(a3+b3)(a3-b3)
2/1000，これと(16.14)の第2式より次式を得る。 

 AB2=-(a2-b2+ 2r )/20，C2D=-(a2-b2- 2r )/20 

 r2=(a2-b2)
2+2(a3+b3)(a3-b3)

2/5      (16.16) 

これより後は5つの場合に分けて考える。 

 

(1)a3
2-b3

2≠0の場合 

A5,B5,C5,D5は次式となる。 

 A5=(A2C)2(AB2)/(BC)2 

   =[-(a2-b2){(a2+b2)
2+r1}-2(a2

2-b2
2) 1r -{(a2+b2)

2+r1} 2r -2(a2+b2) 21 rr ]/80(a3-b3)
2 

   =p+q 255

33 )(10/)( qpba       (16.17) 

 B5=(AB2)2(BD2)/(AD)2 

   =[-(a2+b2){(a2-b2)
2+r2}-2(a2

2-b2
2) 2r +{(a2-b2)

2+r2} 1r +2(a2-b2) 21 rr ]/80(a3+b3)
2 

   =p-q 255

33 )(10/)( qpba       (16.18) 
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 C5=(C2D)2(A2C)/(AD)2 

   =[-(a2+b2){(a2-b2)
2+r2}+2(a2

2-b2
2) 2r -{(a2-b2)

2+r2} 1r +2(a2-b2) 21 rr ]/80(a3+b3)
2 

   =p-q 255

33 )(10/)( qpba       (16.19) 

 D5=(BD2)2(C2D)/(BC)2 

   =[-(a2-b2){(a2+b2)
2+r1}+2(a2

2-b2
2) 1r +{(a2+b2)

2+r1} 2r -2(a2+b2) 21 rr ]/80(a3-b3)
2 

   =p+q 255

33 )(10/)( qpba       (16.20) 

ここで 

 p=(A5+B5+C5+D5)/4 

   ={-5(a2
2-b2

2)(a2a3
2+2a3b2b3+a2b3

2)-(a3
2-b3

2)(a2a3
3-3a3

2b2b3+3a2a3b3
2-b2b3

3) 

     -5(a3
2b2+2a2a3b3+b2b3

2) 21 rr }/200(a3
2-b3

2)2    (16.21) 

 q=(A5-B5-C5+D5)/4 

   ={-5(a2
2-b2

2)(a3
2b2+2a2a3b3+b2b3

2)+(a3
2-b3

2)(a3
3b2-3a2a3

2b3+3a3b2b3
2-a2b3

3) 

     -5(a2a3
2+2a3b2b3+a2b3

2) 21 rr }/200(a3
2-b3

2)2    (16.22) 

A5,D5の両式において，第4辺の複号は一方が正，他方が負であって，それは第4辺が第3辺と等しく

なるように決められる。B5,C5についても同様である。つぎに，A5,B5,C5,D5の5乗根よりA,B,C,D

を決める。AはA5の5乗根のうち，任意の1つを選ぶ。DはD5の5乗根のうち，(16.13)の第1式を満た

すものを選ぶ。CはC5の5乗根のうち，(16.15)の第1式を満たすものを選ぶ。BはB5の5乗根のうち， 

(16.13)の第2式を満たすものを選ぶ。ここで解いたのは(16.3),(16.4),(16.7),(16.8)からなる連

立方程式であるが，本来解くべきものは(16.3),(16.4),(16.5),(16.6)からなる連立方程式である。

最後に，このA,B,C,Dが(16.5),(16.6)を満たしていることを次式で確認する。 

 a1=(a3
2+3b3

2)/20+{a3(a2
2-b2

2)+b3 21 rr }/2(a3
2-b3

2)    (16.23) 

 a0=-(A5+B5+C5+D5)+b2b3/5       (16.24) 

(例1) f(x)=x5+2x3+4x2-x+4の場合 

 a3=2，a2=4，a1=-1，a0=4 

 f(x)=x6+80x5-276800x4+19200000x3+20590080000x2-5015756800000x+230068224000000 

   =(x-360)(x5+440x4-118400x3-23424000x2+12157440000x-639078400000) 

 =360，b3=6 10 /5，AD=-(5+3 10 )/25，BC=-(5-3 10 )/25 

 f(x)=x6-16000x5-380000000x4+6864000000000x3+22788000000000000x2 

     -859168000000000000000x+2742336000000000000000000 

   =(x-4000)(x5-12000x4-428000000x3+5152000000000x2+43396000000000000x 

     -685584000000000000000) 

 =4000，b2=4 10 /5，r1=176(10+ 10 )/125，r2=176(10- 10 )/125 

 A2C=-{(5+ 10 )/25+ )1010(55  /125}，BD2=-{(5+ 10 )/25- )1010(55  /125} 

 AB2=-{(5- 10 )/25+ )1010(55  /125}，C2D=-{(5- 10 )/25- )1010(55  /125} 

 p=-13/25，q=-4 10 /25 

 A5=-(13+4 10 )/25-6(23+6 10 ) )1010(55  /21125 

     -(10215+3113 10 ) )1010(55  /528125 

   =-(13+4 10 )/25- )10627719850(11  /625  (近似値-2.08329より複号は負) 
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 B5=-(13-4 10 )/25-6(23-6 10 ) )1010(55  /21125 

     +(10215-3113 10 ) )1010(55  /528125 

   =-(13-4 10 )/25- )10627719850(11  /625  (近似値-0.0173202より複号は負) 

 C5=-(13-4 10 )/25+6(23-6 10 ) )1010(55  /21125 

     -(10215-3113 10 ) )1010(55  /528125 

   =-(13-4 10 )/25+ )10627719850(11  /625  (近似値-0.0107509より複号は正) 

 D5=-(13+4 10 )/25+6(23+6 10 ) )1010(55  /21125 

     +(10215+3113 10 ) )1010(55  /528125 

   =-(13+4 10 )/25+ )10627719850(11  /625  (近似値0.031363より複号は正) 

A,B,C,Dは各々A5,B5,C5,D5の実数の5乗根を選ぶ。このA,B,C,Dは(16.23),(16.24)を満たしてい

る。 

 

(2)a3
2-b3

2=0，a2
2-b2

2≠0の場合 

これはA,B,C,Dのうちの1つが0の場合である。D=0とすると，(16.3),(16.14)より次式を得る。 

 BC=-a3/5，A2C=-(a2+b2)/10，AB2=-(a2-b2)/10    (16.25) 

A5,B5,C5,D5は次式となる。 

 A5=(A2C)2(AB2)/(BC)2=-(a2+b2)
2(a2-b2)/40a3

2    (16.26) 

 B5=(AB2)2(BC)/(A2C)=a3(a2-b2)
2/50(a2+b2)     (16.27) 

 C5=(A2C)(BC)4/(AB2)2=-2a3
4(a2+b2)/125(a2-b2)

2    (16.28) 

 D5=0         (16.29) 

つぎに，A5,B5,C5の5乗根よりA,B,Cを決める。AはA5の5乗根のうち，任意の1つを選ぶ。CはC5の5

乗根のうち，(16.25)の第2式を満たすものを選ぶ。BはB5の5乗根のうち，(16.25)の第1式を満たす

ものを選ぶ。このA,B,Cが(16.5),(16.6)を満たしていることを次式で確認する。 

 a1=(a2
2-b2

2)/4a3-a3
2(a2+b2)/5(a2-b2)+a3

2/5     (16.30) 

 a0=-(A5+B5+C5)-a3b2/5       (16.31) 

(例2) f(x)=x5+10x3+20x2+10x+6の場合 

 a3=10，a2=20，a1=10，a0=6 

 f(x)=x6-5000x5+9350000x4-9940000000x3+7877500000000x2-6485860000000000x 

     +1199025000000000000 

   =(x-2500)(x5-2500x4+3100000x3-2190000000x2+2402500000000x-479610000000000) 

 =2500，b3=10，BC=-2 

 f(x)=x6-100000x5+11000000000x4-425000000000000x3+18062500000000000000x2 

     -1086806250000000000000000x 

   =x(x5-100000x4+11000000000x3-425000000000000x2+18062500000000000000x 

     -1086806250000000000000000) 

 =0，b2=0，A2C=-2，AB2=-2 

 A5=-2，B5=4，C5=-8，D=0 

A,B,Cは各々A5,B5,C5の実数の5乗根を選ぶ。このA,B,Cは(16.30),(16.31)を満たしている。 
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(3)a3
2-b3

2=0，a2
2-b2

2=0，a3≠0の場合 

これはA=D=0またはB=C=0の場合である。B=C=0とすると，(16.3),(16.6)より次式を得る。 

 AD=-a3/5，A5+D5=-a0       (16.32) 

A5,B5,C5,D5は次式となる。 

 A5=-a0/2+
5

3

2

0 )5/()2/( aa  ，B5=C5=0，D5=-a0/2-
5

3

2

0 )5/()2/( aa   (16.33) 

つぎに，A5,D5の5乗根よりA,Dを決める。AはA5の5乗根のうち，任意の1つを選ぶ。DはD5の5乗根

のうち，(16.32)の第1式を満たすものを選ぶ。このA,Dが(16.4),(16.5)を満たしていることを次

式で確認する。 

 a2=0         (16.34) 

 a1=a3
2/5         (16.35) 

(例3) f(x)=x5+5x3+5x+2の場合 

 a3=5，a2=0，a1=5，a0=2 

 f(x)=x6-1750x5+1109375x4-280312500x3+11630859375x2+2878066406250x+104742431640625 

   =(x-625)(x5-1125x4+406250x3-26406250x2-4873046875x-167587890625) 

 =625，b3=5，AD=-1 

 f(x)=x6+50000x5+437500000x4-4687500000000x3+8789062500000000x2 

     -25000000000000000000x 

   =x(x5+50000x4+437500000x3-4687500000000x2+8789062500000000x 

     -25000000000000000000) 

 =0，b2=0，A5+D5=-2 

 A5=-1+ 2 ，B=C=0，D5=-1- 2  

A,Dは各々A5,D5の実数の5乗根を選ぶ。このA,Dは(16.34),(16.35)を満たしている。 

 

(4)a3
2-b3

2=0，a2
2-b2

2=0，a3=0，a2≠0の場合 

これはA=B=0，A=C=0，B=D=0，C=D=0のうちのどれかの場合である。C=D=0とすると，(16.4), 

(16.5)より次式を得る。 

 AB2=-a2/5，A3B=-a1/5       (16.36) 

A5,B5,C5,D5は次式となる。 

 A5=(A3B)2/(AB2)=-a1
2/5a2，B5=(AB2)3/(A3B)=a2

3/25a1，C5=D5=0  (16.37) 

つぎに，A5,B5の5乗根よりA,Bを決める。AはA5の5乗根のうち，任意の1つを選ぶ。BはB5の5乗根の

うち，(16.36)の第2式を満たすものを選ぶ。このA,Bは(16.3)を既に満たしている。(16.6)を満た

していることを次式で確認する。 

 a0=-A5-B5        (16.38) 

(例4) f(x)=x5-10x2+10x+2の場合 

 a3=0，a2=-10，a1=10，a0=2 

 f(x)=x6-2000x5+2600000x4-1600000000x3+640000000000x2-57760000000000x 

   =x(x5-2000x4+2600000x3-1600000000x2+640000000000x-57760000000000) 

 =0，b3=0 

 f(x)=x6-75000x5-1156250000x4+84687500000000x3+2069335937500000000x2 

     +12358007812500000000000x+32525634765625000000000000 

   =(x-62500)(x5-12500x4-1937500000x3-36406250000000x2-206054687500000000x 

     -520410156250000000000) 

 =62500，b2=10，AB2=2，A3B=-2 
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 A5=2，B5=-4，C5=0，D5=0 

A,Bは各々A5,B5の実数の5乗根を選ぶ。このA,Bは(16.38)を満たしている。 

 

(5)a3
2-b3

2=0，a2
2-b2

2=0，a3=0，a2=0の場合 

これはA,B,C,Dのうちの3つが0の場合である。B=C=D=0とすると，(16.6)より次式を得る。 

 A5=-a0，B5=C5=D5=0       (16.39) 

AはA5の5乗根のうち，任意の1つを選ぶ。このAは(16.3),(16.4)を既に満たしている。(16.5)を満

たしていることを次式で確認する。 

 a1=0         (16.40) 
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